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Chapitre 1

Introduction

Equipe pedagogique

Francois Boulier
Jean—Claude Depannemaecker
Jean—Charles Faugere

Michel Petitot
Francois Recher
Fabrice Rouillier
Mohab Safey El-Din
Alexandre Sedoglavic
Eric Wegrzynowski
Léopold Weinberg

Ce cours est issu de I'exposé assuré par Fabrice Roudligjuillet 2002 pendant le week—
end d’initiation—formation au calcul formelorganisé a I'occasion de la conférence ISSAC 2002.

Il s’agit d’une introduction a la théorie et la pratiqueude chaine logicielle développée par
Fabrice Rouillier et Jean—Charles Faugeére dans le cadpeajiet INRIA®* SPACES et destinée a
la résolution réelle d’une certaine classe de systergegdtions polynomiales.

1.1 Resoudre

Résoudre un systeme d’équations linéaires a coeffemtionnels est facile en théorie : I'algo-
rithme du pivot de Gauss permet de décider de I'existende &tinicité d’une solution. Il fournit
la solution — nécessairement rationnelle — lorsqu’eltaiegque. Il permet de décrire simplement
'ensemble des solutions lorsqu’il y en a une infinité.

Résoudre une équation polynomiale de degré deux etféicierts rationnels est facile : on
dispose de formules simples explicitarpar radicauX » la ou les racines du polyndme.

Linstitut National de Recherche en Informatique et en Autioa.
20n dit qu’une racine d’un polyndme en une indéterminéexgrimable par radicaux si elle peut se noter a partir
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On a chacun eu l'occasion, lors de sa formation, d’étueetypes d’équations ci—dessus ainsi
gue les méthodes correspondantes et on pourrait étéedertroire que cette situation idyllique se
généralise : que quelle que soit la sorte d’équatiorxigte une méthode de résolution simple et
satisfaisante.

Eh bien non.

On a appris au vingtieme siecle que dans beaucoup diemaines naturels les systemes
d’équations étaient insolubles. Insolubles dans le sarilest demontré qu’il ne peut exister aucun
algorithme qui prenne en entrée un systeme d’équatiaecgnque du domaine et se contente
méme de décidési le systéme admet au moins une solution.

C’est ce que montrent en particulier le theoreme de Msij& et celui de Caviness, Richard-
son et Matijasevic (cités plus bas).

Ensuite méme dans les domaines ou on dispose d’algomstiimeésolution (le domaine des
systemes d’équations polynomiales a coefficientsmagts en est un), il reste I'épineuse question :
« comment présenter les solutions (au lecteur, a l'utdisede logiciel etc. . .} ?

Le théoréme d’Abel illustre cette difficulté.

Ces résultats limitatifs prouvent bien I'intérét deldfarithme de Buchberger pour la simplifi-
cation de systemes d’équations polynomiales que naukegbns en deuxieme partie du cours. lls
montrent aussi que la méthode de résolution réelle dgnpates en une indéterminée que nous
étudierons en premiére partie fournit un résultat quasit optimal.

Théoreme 1 (Matijasevic, 1970)

Le dixieme probdéme pos par Hilbert en 1900 n’admet pas de solution.

En d’autres termes, il ne peut exister aucun algorithme ganpe en en&e uneéquation
polynomiale en un nombre quelconque d’indtermirees,a coefficients rationnels et quéedide
si cetteéquation admet une solution rationnelle (c’eéstdire une solution forge den nombres
rationnels).

Le théoreme de Matijasevic a pour conséquence (entresjife theoreme suivant.

Théoreme 2 (Caviness, Richardson et Matijasevic, 1968, 1970)
Soit.# I'ensemble de toutes les formules qu’on peut construire aes rationnelsy, un
symboler, les oerations+, x, sin et abs. Par exemple

sin(2m + 3), |z| +1/2,

Il ne peut exister aucun algorithme qui prenne en eatleux formules quelconques#eet cecide
si ces formules re@sentent la @me fonction d&® dansR.

Théoreme 3 (Abel, 1824)
A partir du degg 5, la plupart dequations polynomiales en une &tdrmirée et coefficients
rationnels ne peuvent sésoudre par radicaux.

des coefficients du polyndme, au moyen des opératigns et extraction de racine enieme & 2 dans le cas des
polyndmes du second degré).
3C'est—a—dire réponde & coup slr par oui ou non.



Fic. 1.1 — Niels Henrik Abel, 1902-1829.

L'équationz® — z — 1 = 0 est de celles—a.

Il est intéressant de remarquer la facon dont les logialel calcul formel contournent cette
difficulté. A la question : quelles sont les racines du polynare- z — 17? le logiciel MAPLE
répond « ce sont tous les tels quer® —z — 1 =0 ».

solve (X5 - x - 1);
5
RootOf( Z - _Z - 1)

1.2 Lachadane GB + RS

Cette chaine logicielfeprend en entrée un systéme d’équations polynomialediesieprs
indéterminées et a coefficients rationnels. Elle proelusortie la liste de toutes les solutions réelles
du systeme, sous réserve gue I'ensemble des solutionglexes soit fini. La chaine détermine
automatiqguement si les systemes en entrée ont aucunemiora fini ou une infinité de solutions.

Les méthodes mises en ceuvre sont purement algébriques I&® calculs sont exacts. Plus
précisément, les algorithmes mis en ceuvre ne procedsrdi$ a aucune approximation. Ils ne
« perdent> ou n’« inventent» aucune solution en cours de calcul. Les coefficients deesgjons
manipulées sont gardés sous la forme de nombres ratonrlsl ne sont jamais arrondis sauf
eventuellement a la fin des calculs, pour rendre lesta@syplus lisibles.

La chaine est composée de deux grandes parties : la pecoaigsiste a simplifier le systeme
en entrée, la seconde a résoudre le systeme simpl#iprémiere est le fait du logiciel GB, di a
Jean—Charles Faugere, qui implante un algorithme dela#cubases de Grobner, la seconde
est le fait du logiciel RS, di a Fabrice Rouillier. Ces déagiciels ont été écrits en langage C.

“Par chaine logicielle, on entend une suite de logiciels&z@ter les uns & la suite des autres, chacun prenant en
entrée le résultat calculé par celui qui le précede.



Il est remarquable que la théorie mise en ceuvre relevaibdwadhe de la recherche au début
des années 90. Elle était alors considérée comme iicapfe. Ce sont essentiellement des progres
informatiques qui ont fourni une chaine logicielle capati¢ résoudre des problemes importants,
inaccessibles a toute autre méthode : GB + RS a permis RIANIe décrocher un contrat indus-
triel avec une PME des Vosges, spécialisée en machings-sur un probleme de commande de
robots paralleles.

1.3 Lecours

Il s'articule en deux grandes parties lui aussi. Il commepeele chapitre 2 et I'étude d’'une
méthode de résolution réelle de polyndmes en une énaébée et a coefficients rationnels (avec
une section dédiée a 'arithmétique par intervall€s).y étudie la méthode implantée dans RS. I
se poursuit, avec le chapitre 3, par I'étude de la thé@geldises de Grobner qui sous—tend GB.

Le choix de présentation peut sembler surprenant : on coroenpar la fin et on termine
par le début de la chaine mais nous avons cru bon d’abo&tadé par les polyndmes en une
indéterminée qui sont plus familiers aux étudiants dexgame année de licence et d’introduire
les notions propres aux polyndmes en plusieurs indétéresi plus progressivement, par le biais
notamment d’'un mini—projet de tracé de courbes algébgaun deux indéterminées.

Nous avons choisi également de présenter GB + RS commehaireclogicielle« presse
bouton» c’est-a—dire une chaine totalement automatisée dadgutémn de systemes d’équations
algébriques. Ce choix permet de simplifier au maximum émtie” exposée dans le cours, qui est
déja considérable pour une licence mais il est un peugeam: la vraie chaine GB + RS ressemble
davantage a une collection de logiciels implantant desrdifgnes variés. C’est I'utilisateur qui est
chargé de déterminer I'algorithme le mieux adapté amobleme.

Deux chapitres complétent ce cours.

Le chapitre 4 présente un algorithme pour le pgcd de dewnpates en une indéterminée et a
coefficients rationnels. Le calcul du pgced de deux polyrnéest une fonctionnalité nécessaire pour
la partie RS. Les méthodes employées dans I'algorithresgmté s’appuient sur des techniques de
calcul modulaire, qu’on retrouve, en particulier, en cogvaphie. Le calcul modulaire constitue
une introduction simple a la théorie des idéaux et auedds Grobner.

Le chapitre 5 présente, a titre de comparaison, la metdedNewton pour la résolution numé-
rique des équations. Elle constitue, de loin, la méthaddus utilisée pour résoudre les systemes
d’équations. On la présente dans le cas d’une équatiamerinconnue et dans le cas de deux
egquations a deux inconnues.

le support de cours est émaillé de portraits. Certaineggginaphies ont été prises sur des
pages web personnelles. La plupart des portraltistoriques» ont été prises sur le site web des
biographies de mathématiciens de I'université de Saimtrews [17].



1.4 Commande de robots

On conclut cette introduction en présentant le problemdéadcommande de deux types de
robots (un robot série planaire et un robot parallele)ltpstrent I'utilité du logiciel. Cette partie de
l'introduction s’appuie sur les notions développéessdas chapitres suivants. Il est donc normal
de ne pas bien la comprendre a la premiere lecture.

1.4.1 Un robot €rie planaire

Cet exemple est extrait du livre [6].

Il s’agit d’'un bras formé de deux segments rigides radi@se base fixe. La base est symbolisée
par un segment de droite vertical. Une main est situéexaémité du dernier segment. Deux joints
circulaires articulent le premier segment avec la basesalléeix segments entre eux. Le bras se
déplace dans un plan.

main

S S

On commande les deux angkgsetd,. On souhaite controler la position de la main.

La modélisation est la suivante. On attache un repéerea(ah 7, jo) a la base ainsi qu’un
repére localOy, 1, Jx) & chacun des deux jointd & 1, 2). Les reperes locaux se déplacent avec
les segments. Le vecteyr est placé dans I'axe défini par ke-eme segment; le vectepy est
orthogonal &; ; on définitd, comme 'angle orienté qui envoig_; suri; (pourk = 1, 2).

On distingue le probleme géométrique direct du prol@i@®ométrique inverse.

Le probleme géométrique direct consiste a déterm@sscoordonnées:, yo) de la main dans
le repére global connaissahtet 6.

Le probleme géométrique inverse consiste a déteme@wangles); et #, connaissant les
coordonnéeszy, o) de la main dans le repére global.

Le probleme inverse est plus difficile que le problemedtirk admet zéro (quand la main est
« trop loin»), une (quand le bras estendu») ou deux solutions (qui se déduisent I'une de I'autre
par symétrie).



Mise en équation du probleme (on nommest 4, les longueurs des segments).

ly(cos By cos By — sin 0y sin6y) + ¢4 cosy — x9 = 0,
l5(cos b sin Oy + cos Oy sin 0y) + £ sin 6 — yo = 0.

Les équations ne sont pas polynomiales. Pour les rendyaquiales, on introduit quatre nou-
velles indéterminées, et s, pour désigner le cosinus et le sinus de I'anglequ’on lie par les
relations bien connues? + s2 = 1 (pourk = 1, 2) :

Uy(crco — s152) + L1 = o,

% Uy(c189 + c281) + L1151 = Yo,
A4+s2=1
1 1 )
2+ 55 =1.

Ce systeme est suffisamment simple pour pouvoir étréu@sec MAPLE. On pose que les deux
segments sont de longuelr

On place pour commencer la main au point de coordon{i&@s 1/2). L'algorithme de calcul
de bases de Grobner de MAPLE transforme le systeme en temsy€quivalent (ayant mémes
solutions) sous forme résolue : le systeme simplifie comporte une équation de degré& deau
'indéterminées,; uniquement; les autres équations expriment les autrésanmdinées comme des
fonctions polyndmes des solutions de la premiere égna€omme les fonctions polyndmes ont
des coefficients rationnels (c’est une propriété de athme de bases de Grobner : si on lui donne
un systeme a coefficients rationnels, il produit un syst@ coefficients rationnels), toute solution
réelle de la premiere équation fournit une racine e2éil systeme. Le discriminant de I'équation
de degré deux est positif : le systeme a donc deux soluteaeikes.

with (Groebner):

pl = 12 *(cl*c2 - sl *s2) + 11 *cl - xO:
p2 = 12 *(cl *s2 + sl+*c2) + 11 *sl - yO:
p3 = cl2 + s1"2 - 1:
p4 = c2°2 + s2°2 - 1

S = [pl,p2,p3,p4l:
1 := 1. 12 := 1. x0 := 1/3: y0O = 1/2:
Gl := gbasis (S, plex (c2,s2,c1,s1));

2
G1 = [1872 s1 - 407 - 936 sl1, 24 cl1 + 36 sl - 13,

48 s2 + 52 sl - 13, 72 c2 + 59]

discrim (G1 [1], sl);
3923712

On place maintenant la main sur le cercle de ragon ¢, (qui est égal a deux). Le bras est
donc tendu. On obtient & nouveau un systeme sdosne résolue. Le polyndme de degré deux
€ens; a une racine double.



2: y0 = 0:
gbasis (S, plex (c2,s2,c1,s1));
2
G2 =[s1,cl-1,25s1 + s2 c2- 1]

On place maintenant la mairtrop loin». On obtient encore un systeme seudsrme résolue.
Le discriminant du polyndme de degré deuxsgrest négatif : le systeme a deux solutions com-
plexes, aucune solution réelle.

x0 = 3:y0 = 1:
a

gbasis (S, plex (c2,s2,c1,s1));
2
G3 =[6sl +8-5s1,3cl+sl-5 3s2+ 10sl -5, c2- 4]

discrim (G3 [1], sl);
-135

1.4.2 Un robot parallele

C’est sur un probleme du type de celui—ci que la chaine GBS+aRpermis a I'INRIA de
décrocher un contrat avec une PME spécialisée en mactonéls.

Un robot parallele (le modele le plus général) est dtuesti’'une nacelle hexagonale reliée par
six vérins a une base fixe. Les vérins sont attachésasia &t a la nacelle par des joints sphériques.
On contrdle la position de la nacelle en contrblant la leewg des vérins.

nacelle mobile

< veérinde longueur variable

_ joint sphérique

<=— base fixe
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Les robots paralleles présentent I'avantage d’étrigleay précis et de permettre la manipulation
d’outillage lourd. lls commencent a étre utilisés enatipue pour I'usinage a grande vitesse. On
les trouve aussi dans les simulateurs de vol, les mécasidiogentation d’antennes et méme de
suspension de voitures.

On distingue ici aussi le probleme géométrique diregpiaibleme géomeétrique inverse.

Le probléme géomeétrique direct consiste a détermiaposition de la nacelle (dans un repere
global, fixe, lié a la base) connaissant la longueur desé&ixs.

Le probleme géométrique inverse consiste a détemidiengueur des six vérins connaissant
la position de la nacelle (dans le repére global).

Dans le contexte des robots paralleles, le problemesevest facile : il N’y a au plus qu’une
seule solution. Le probleme direct est difficile : en gahépour une longueur donnée des six
vérins, la nacelle peut prendre 40 positions differentes

Les deux problemes sont importants.

Lorsqu’on souhaite commander le robot, le probleme quiose st le suivant : connaissant la
trajectoire gu’on souhaite faire suivre a la nacelleed@iner la commande a appliquer au robot.
On cherche une commande sous la forme d’'un jeu de six forsadietempdg;(¢) ; la fonction?;(¢)
donne la longueur du vérina l'instantt.

Pour résoudre le probléme, la solution usuelle consisliscrétiserla trajectoire désirée sous
la forme d’une suite finie de poinis, . . ., p, ou chaque; est (par exemple) un triplét;, y;, z;)
de coordonnées dans le repere global. Pour chaque poioh résout le probleme géométrique
inverse, ce qui donne un jeu de longuels, . . ., ¢; ¢). En reliant« comme on peut la suite de
longueurd , ..., ¢, & imposer ak—eme Vvérin, on obtient une fonctidp(t).

Malheureusement, si on appliqgue la commande trouvée ahot parallele, on s’apercoit que
le robot ne suit pas nécessairement la trajectoire vo@ues’'apercoit qu’'on peut méme casser le
robot!

Il'y a plusieurs raisons a cela.

1. Pour certains jeux de longueurs des vérins, la nacalieguendre des positions tres proches.
Si la commande appliquée aux vérins passe par de tels glondueurs, la nacelle peut
quitter la trajectoire qu’on souhaite lui faire suivre dubguer sur une autre.

2. Une toute petite modification des longueurs des jambetsfaiel parcourir une trés grande
distance a la nacelle.

3. Rien ne garantit que la trajectoire qu’on souhaite impask nacelle est continue. Il se
peut fort bien que deux positions successiyest p;,; de la nacelle se trouvent sur deux
trajectoires admissibles differentes.

Pour éviter ces écueils, il faut (au minimum mais ce n'es forcément suffisant) résoudre le
probléeme géométrique direct pour chaque jeu de longuéur, . . ., £ ).

On peut modeéliser le robot par un systeme de neuf équgiolynomiales en neuf inconnues.

Pour les deux premiers écueils, il faut étre capable devénotoutes les solutions réelles du
systeme méme dans le cas (surtout dans le cas) ou pliselutions réelles sont trés proches
'une de l'autre.

Sdiscrétiser une courbe signifie I'approximer par une disiie de points.
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Pour le troisieme, il faut étre capable de décider si wiet®n complexe« presque réelle
(c’est—a—dire de la forme+ i b avech tres petit en valeur absolue) est complexe ou pas (la discon
tinuité d’'une trajectoire se traduit par le fait que deubkusons réelles du systeme se rapprochent
'une de l'autre, deviennent une position réelle doublis pleux solutions complexes).

Le systeme a résoudre est trop difficile pour MAPLE. Unis fais sous« forme résolue,

il comporte une équation en une indéterminée de dégrguisqu’il y a40 solutions). Les co-
efficients des polyndmes qui constituent la base de Grdiomé plus d’une centaine de chiffres
chacun.
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1.5 Sclema genéral de la partie GB

Soient¥ un systéeme de polyndmes de I'anndat Q|x, . . .

Calculer une base de Grobriérde .7
pour I'ordre lexicographique

,x,] et.# l'idéal qu’il engendre.

Ty > 00 > T

Est-ce qud € ¥ ?

Est—ce que pour
toutl <k <n
% contient une

reglexf — .- ?

Est—ce qu¢/ est
sous forme résolue ?

Résolution

oui

¥ est sans solution dads®

non

. a une infinité de solutions
dansC" (¢ca n'implique pas
une infinité de solutions dans
R™ d’ailleurs)

reelle

Plusieurs méthodes
pourraient étre appliquées

(Lextriangular, RUR)
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1.6 Sclema genéral de la partie RS

¢ pbase de Grobner sous forme résolue
P(Il) = 0, To = FQ($1>, ey, Ty = Fn(I1>

Supprimer les multiplicités d€(z;)

Isoler les racines réelles d&z)
dans des intervalle¥,, ..., X,,

Evaluer lesF; en chaque intervall&’,
pour obtenir um—uplet d’intervalles

isolant lek—eme zéro réel de”

Est—ce que
la précision

Raffiner
I'intervalle X,

obtenue suffit ?

Imprimer lek—eme zéro réel d&”

14



Chapitre 2

Reéesolution reelle

Dans cette partie, on s’intéresse au probleme du caleulatines réelles d’un polynornie e
Q[z] en une indéterminée et a coefficients rationnels. Le&dgP peut &tre élevé. Ses coefficients
peuvent étre gros. On verra dans la deuxieme partie comdeetels polyndmes apparaissent
naturellement lors de la résolution de systemes d’éguosien plusieurs indéterminées.

Le théoreme d’Abel montre qu’on ne peut pas espéreudsd’ par radicaux. Méme dans les
cas ou c’est possible, l'utilisation de radicaux sergirascrire d’ailleurs : décider si deux telles
expressions désignent un méme nombre n’est pas faciieexpression comprenant des radicaux
ne s’évalue pas facilement numériquement.

L'algorithme que nous allons étudier est un algorithmealation des racines réelles : il produit
en sortie une liste d’intervalles (autant d’intervalleSlgua de racines, exactement une racine par
intervalle) dont les bornes sont des nombres exacts (desmats), raffinables a volonté.

2.1 Suppression des multipliciés

2.1.1 Rappels matematiques

Définition 1 (anneau)

Un ensemblé\ muni d’'une additiort- et d’'une multiplicationx posde une structurd’an-
neaupour ces oprations si

— A pos®de une structure de groupe commutatif pour I'addition

— la multiplication est associative

— la multiplication est distributivé gauche e# droite par rapporta I'addition.

Dans ce texte, on ne considéere que des anneaux commutatifst&res, c’'est—a—dire des
anneaux dont la multiplication est commutative et qui amtient un élément neutre (notg
pour cette opération. On dit abusivement qu’un ensembdst un anneau lorsqu’il 'y a aucune
ambiguité sur les opérations d’addition et de multigiima. Les ensembleg, Q, R, C, Q[z] sont
desanneauxPar contre, 'ensembl¥ des entiers naturels n’est pas un anneau.

Définition 2 (corps)
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Un élementA d’'un anneauA est ditinversibles'il existe unélementA € A, appek inverse
de A, tel queA A = 1. Un anneau dont tous lédéments non nuls sont inversibles estonps

Les anneauX), R, C sont des corps. Les annea#ixQ[z| n’en sont pas.
Définition 3 (divisibilité)

SoientA un anneau efl, B deux de sesléements. On dit qud divise B (ce qu’on noted | B)
s'il existeC € A telqueB = AC.

On s’intéresse aux anneaux de polyndriés| en une indéterminée et a coefficients dans le
corpsK ouK = Q, RouC.

2.1.2 Division euclidienne, pgcd dan¥ x|

FIG. 2.1 — Euclide 325-265 avant J.-C. (environ)

Proposition 1 (division euclidienne)

SoientF' et G # 0 deux polyd®mes deK|z]. Il existe un unique couple de pofymes(Q, R)
telsquef’ = G Q + Retdeg R < deg GG. Les polytomes) et R sont appeds lequotientet lereste
de la division euclidienne dE par G.

On déduit de la proposition précédente deid F' si et seulement si le reste de la division
euclidienne de&' parG est nul. Les fonctions MAPLIEuoetremimplantent le calcul du quotient
et du reste de la division euclidienne de deux polyndmesierindéterminée.

Définition 4 (pgcd)

SoientF’ et G deux polydmes deK[z]. On appelleplus grand commun diviseou pgcd
de F et deG « le » diviseur commun dé’ et deGG de dege le plusele\e. On le noteP = F A G.

16



Il'y a d’autres facons de définir le pgcd de deux polynorves.par exemple la définition 26,
page 63. Le pgcd dE et deG est défini au produit prés par un élément inversibl&dd, c'est—
a—dire un élement non nul d€. Il n’est donc pas unique. Par abus de langage on parle tout de
méme du pgcd dé’ et deG. Il peut se calculer au moyen de I'algorithme d’Euclide, gpose
sur la proposition suivante.

Proposition 2 (algorithme d’Euclide)

SiG = 0, le plus grand commun diviseur déet deG estF'.

SiG # 0, 'ensemble des diviseurs communsfdet deG estégala I'ensemble des diviseurs
communs dé; et deR ou R désigne le reste de la division euclidienneid@ar G.

function Euclide ', G)
begin
R=F
while R # 0 do
R :=le reste de la division euclidienne depar G
od
R
end

En méme temps que le pgédde F' et deG, il est possible de calculer umgentite de Bzout
(le texte historique est [3]) entt€ et de, c’est—a—dire deux polyndméset V' tels que

FU+GV =P

La fonction suivante effectue un calcul en parallele ssitleis composantes de deux vecteurs=
(U, Uy, Us) et ¥ = (V4, Va, V3). Le calcul effectué sur la troisitme composante corrnego
I'algorithme d’Euclide. Voici trois invariants de la boecti—dessous.

1. U1F+U2G:U3
2. ViF+ VoG =13,

3. I'ensemble des diviseurs communsidet deG; est égal a I'ensemble des diviseurs communs
deU; et deVs.

function Euclide étendu(F, G)

begin
v =(1,0, F)
v :=(0, 1, G)
while V3 # 0 do
@ :=le quotient de la division euclidienne dg parV;
T =Y
V=U—-QV
v =T
od
w
end

17



FiGc. 2.2 — Etienne Bézout, 1730-1783.

En MAPLE, I'algorithme d’Euclide étendu pour les polynésen une indéterminée est im-
planté par la fonctiomgcdex La fonctiongcd implante un algorithme plus général : le pged de
deux polyndmes en plusieurs indéterminées, pour lagoelxiste pas de version étendue.

F = x2-2:
G = x:
P := gcdex (F, G, x, ‘U, V),
P =1

U, V;

-1/2, x/2
UWF + VW G;

1

En pratique, pour calculer le pgcd de deux polyndries’ € Q[z], les logiciels de calcul
formel emploient bien I'algorithme d’Euclide mais d’un&fan plus subtile que ce qui est décrit ci—
dessus, pour éviter la croissance des coefficients desregseérmédiaires. Ce sujet est développé
dans le chapitre 4.

Et qu’en est-il des polyndmes a coefficients d&nsu dansC ? D’un point de vue algorith-
mique, ces corps n’existent pas. En effet, la plupart dels (éu des complexes) sontimpossibles a
représenter et donc a manipuler en machine. Raisonnofialpsurde et supposons qu’on dispose
d’une structure de données permettant de représentapiebres réels en machine. On pourrait
alors numéroter les nombres réels : il suffirait de nurtggres structures de données (en les ordon-
nant d’abord par taille croissante, puis en ordonnant leststres de données d’une taille donnée
suivant un principe quelconque). Cette numérotationrfwait une bijection d&N surR, dont Can-
tor a prouvé a la fin du dix—neuvieme siecle qu’elle neyadipas exister. On dit quUR n’est pas
« dénombrable. Des arguments similaires montrent que les nombres réetsrecalculables pour
la plupart.
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2.1.3 Irréductibilit &, multiplicit &

Définition 5 Un polyromeP € K[z] estirréductibles’il n’appartient pasa K et s'il n’est divisible
par aucun polydmeF € Klz] tel que0 < deg F' < deg P.

La notion d’irréeductibilité est subtile parce qu’ellegénd fortement de 'anneau de polyndmes
considéré : le polynome? — 2 est irreductible dan®[z] mais pas danR|z].

Les polyndmes de degiésont irréductibles dank[x] pour tout corpsK. DansC|z], ce sont
les seuls. Dan®&|z], il existe d'autres polyndmes irréductibles, qui sontddgrée2 (z? + 1 par
exemple). Dan§)[z] il existe des polyndmes irréductibles de tous les degrés

Théoreme 4 Tout polydome P € K[z] admet une factorisation en un produit de puissances de
polyrdmes iréductibles dé&[z]
P=F"...F"

Cette factorisation est unique au produit déspar unélement inversible d&[x] eta I'ordre des
facteurs pes. On 'appelle lgactorisation compléetde P dansK|[z].

Les polyndmed; sont appelés legcteurs iréductiblegde P. Lexposantd; est lamultiplicité
du facteurF;. Sid; vaut1, on dit queF; est un facteur irréductiblsimplede P. Ce qui précede
implique que tout polyndm& admet dan€[z] une unique factorisation

P=(x— al)dl e (x— ar)d’“.

C’est le theoreme de d’Alembert. Les nombres complexe®nt lesracinesde P. L'exposantd;
est lamultiplicité de la racines;. Sid; vautl, on dit quea; est une racinsimplede P.

Il est évident que est une racine d& de multiplicitéd si et seulement gic —a) est, dan€[z],
un facteur irréductible dé& de multiplicitéd. Il y a aussi correspondance entre les multiplicités
des facteurs irréductibles d@ dansK]z| et celles des racines de. C'est ce que montrent les
propositions suivantes, dont les preuves sont laisséeseznice.

Proposition 3 Un polyrdme irféductibleP deK[z] n’a que des racines simples.
Proposition 4 Deux polytdmes iréductibles distincts d&|x] n’ont pas de racine commune.

Considérons par exemple le cas d’'un polyn@PreQ[z] admettant une factorisation compléete
dansQ[z] de la formeP = F{"* 2. Mettons quéF ait trois racines et que, en ait deux. On voit
gue les racines d&; sont des racines dé de multiplicitéd; et que celles dé}, sont des racines
de P de multiplicitéd,. On dit que la factorisation compléte dedansC|[z] s’obtient enraffinant
celle dangQ|x].

/P\
jald Fy? Q[]
e 7
[(z = a1)(z — )] [(z = a3)(z — o) (z — a5)]® Clz]
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2.1.4 Factoriser pour resoudre

Les logiciels de calcul formel ne permettent pas de caldaldactorisation complete d’'un
polyndme dan®R[z] ou dansC[z], sauf & désigner les racines par des lettres (un peu &da fa
dont MAPLE contourne le théoreme d’Abel).

En 1968, 1970, Berlekamp et Zassenhaus ont mis au point wmnithlye de factorisation
complete dan®|z]. Cet algorithme n’est pas trés coliteux en temps de calenlespace mémoire.
Pour fixer les idées, il est nettement moins colteux quelsrithmes connus de factorisation
complete dang mais beaucoup plus que les algorithmes de calcul de pgahdke sur des tech-
niques d’algebre pure : a la difference de ce que certaiescices de mathématiques suggerent,
on ne résout pas un polyndme pour le factoriser mais orcterige dans le but de le résoudre. Il
est implanté en MAPLE par la fonctidactor.

Soit a résoudre un polyndnfe € Q[z]. Une bonne idée consiste donc a tenter de le factoriser
dansQ|[z] puis a résoudre chacun de ses facteurs irréductiblese@amene donc au probléeme de
la résolution de polyndémes irréductibles@gr|.

En fait, I'algorithme de résolution que nous allons éaudi’exige pas que le polyndme a
résoudre soit irréductible. Il suffit qu'il soit sans faats carrés.

Définition 6 Un polyromeP € K[z] est ditsans facteurs carr&$tous ses facteurs ieductibles
sont simples, c’esb—dire si sa factorisation comple dandk[z| s’écrit

P=F5F..--F.

Proposition 5 SoientP € K[z] un polyrdme etP’ sa cerivée. Le polydbme@ = P/(P A P’)
appartienta K[z], a mémes racines qug et n’a pas de facteurs caés.

Pour calculer?, il suffit d’'un calcul de dérivée (facile), d’'un calcul dgqgd (beaucoup plus
facile qu’une factorisation compléete) et du calcul du @erattd’'une division euclidienne (facile).

2.2 Algorithme de Vincent — Collins — Akritas

L'algorithme que nous allons étudier est souvent appeddgorithme d’Uspensky. Cette
appellation est incorrecte : selon [1], Uspensky s’esttatér, dans la préface de son livre [21], un
algorithme d a Vinceht[22]. Cet algorithme a été fortement amélioré par @sllet Akritas [5]
et encore plus recemment par Rouillier et Zimmermann [L8]appuie sur la regle des signes de
Descartes [7]. Il isole les racines réelles d’un polyn&aes facteurs carrés.

2.2.1 Intervalles d’isolation

On considére un polyndme € Z|x] sans facteurs carrés. Toutes ses racines sont donc simples
On s’intéresse aux racines réelles posithaesP. On cherche une liste d’intervallés . . ., I,,, qui
isolentles racines réelles positives dec’est—a—dire tels que

L article de Vincent fut publié dés 1834 dans Mémoires de la Soeie Royale de Lille
2Pour obtenir les racines négatives, il suffit de prendredsé des racines positives du polynoRie-z).
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FiG. 2.3 — Alkiviadis G. Akritas est professeur a I'univeesité Thessalie, en Grece.

1. il'y ait autant d’intervalles que de racines,
2. ily ait exactement une racine par intervalle,
3. les bornes des intervalles soient des nombres ratiannels

On n’impose pas de précision souhaitée. En effet, lesvalies calculés peuvent facilement
étre raffinés a volonté, par la méthode dichotomigueytdisant la proposition suivante.

Proposition 6 SoientP un polyrdome eta < b deux Eels. On suppose que lintervalle, b[
contient 2ro ou une racine dé& et queP(a), P(b) # 0.
Alors]a, b[ isole une racine dé si et seulement §¢(a) P(b) < 0.

2.2.2 Quelques bornes et un algorithmeélémentaire

Dans le probléme qui nous intéresse comme dans beaucaufre$, connaitre des bornes
permet de mettre au point des algorithmes tres simpleseptnellement mais inefficaces. Ces
algorithmes servent ensuite de points de comparaison fde®en quelque sorte) aux algorithmes
plus évolués. La born€ nous servira pour toutes les méthodes. Notdns a, 27+ - - +a; z+ao.

On suppose,, a; # 0.

Proposition 7 Si«a est une racine&elle quelconque dg alors

d

la| < C(P) d:efz

a;

CLd'

Proposition 8 Si les coefficients d& sont des entiers et et 5 désignent deux racineselles
distinctes deP alors

1
a — >sep(P) = —5———
‘ 6| p( >def d% HPHdil

ou ||P|| = y/a% + - - - + a3 désigne la norme euclidienne d&
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Pour pouvoir appliquer la proposition précédente a ugrgome P € Qlz] il suffit donc de
multiplier P par le plus petit multiple commun des dénominateurs de@efficients. Aux lecteurs
gui souhaitent en savoir plus on conseille [15] et [2].

Des deux propositions on déduit un algorithme éléemeawisolation des racines réelles po-
sitives deP : diviser l'intervalle]0, C'(P)] en intervallesl;, = |ay, by] de longueur inférieure a
sep(P). Chacun de ces intervalles contient au plus une racin®.deour décider si I'un d’eux
isole une racine, il suffit d’appliquer la proposition 6.

Malheureusement, la boreep est tres pessimiste : I'algorithme obtenu est donc tréffiaace.
Exemple. Prenon® = 225 — 3z + 1. On aC(P) = 3 etsep(P) ~ 107° alors que les racines
réelles deP valent approximativement1.17, 0.33, 1.

2.2.3 Lalgorithme de Vincent — Collins — Akritas

Ah si seulement on disposait d'un critére simple qui date&ombre de racines d&(x) dans
10, 1[! On obtiendrait par dichotomie et changement de variablalgorithme qui retournerait un
ensembleX d'intervalles isolant les racines réelles positives daatyndmeP,(z,) quelconque
(les intervalles étant soit ouverts soit réeduits a umpan le verra). Voici comment.

Les racines en question appartiennent a I'intenvallé[ = |0, C'(F)[. Posons:, = C(F) «
et calculonsP(x) = Py(C(FRy) z).

a=20 o7} b=C(P)
.CL'OZC(P(])[E

T

0 « 1
Ce changement de variable met en bijection les racines|0, 1] de P(x) avecaqy € la, b|
de P(x¢). La bijection est donnée par la formulg = a + o (b — a).

L'exemple suivant illustre le précé (on a programra la fonctionC'). Le changement
de variabler, = 12 x envoie la racinevy, = 3 de P, sur la racinea = 1/4 de P. |l
envoie la raciney, = 2 de F, sur laracinea = 1/6 de P.
PO := (x0-3) *(x0-2);
PO := (xO - 3) (x0 - 2)
C(PO);
12

P := subs (x0=12 =X, PO);
P:=(12x-3) (12 x - 2)

solve (P);
1/4, 1/6
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En utilisant notre critére, on peut déterminer le nombae racines dé(x) dans|0, 1] (égal
au nombre de racines d&(x,) dans|a, b[). Sin vaut zéro,E est vide. Sin vaut un,E est réduit
au singleton contenand, b[. Sin vaut deux ou plus, on coupe l'intervalle, 1] en deux et on
considére séparément les racinesile) strictement inférieures &/2 (qui correspondent aux
racines de(z,) strictement inféerieures @ + b)/2) de celles strictement supérieures/a (qui
correspondent aux racines Bgz,) strictement supérieurega+b)/2). Il se peut bien str qu/2
soit racine deP(x). Dans ce cada + b)/2 est racine dé%(z,) et on obtient un intervalle réduit
a un point, qu'il faudra ajouter & Intéressons—nous au cas des racine®@de dans|0, 1/2|.

Posons: = 2//2 et calculons)(z') d:fP(x’/Q).

1/2
\0 “ ! \/ \1 x:x//2
\\ ;
0 o 1

Ce changement de variable met en bijection les raciies |0, 1| de Q(z’) avec les racines
a € )0, 1/2[ de P(z) et donc avec les racines € |a, (a + b)/2[ de Py(zo). En notania, (a +
b)/2[ = ]d’, V'], la bijection est donnée par la formulg = o’ + o/ (' — @’). On est donc ramené
au probleme précédent.

Suite de I'exemple. Le changement de variable (remarquemaga utilisé le néme
nom de variable pou” et () envoie la racinen = 1/4 de P (et donc la racine
ap = 3 de ) sur laracinea’ = 1/2 de@. Il envoie la racinen = 1/6 de P (et donc
la racine oy = 2 de Fp) sur la racinea’ = 1/3 de @. Le « critere » applique a @
indique queP admet deux racines dafg 1/2].

P := subs (x0=12 =x, PO);
P:=(12x-3) (12 x - 2)

solve (P);
1/4, 1/6

Q = subs (x=x/2, P);
Q=®Bx-3) (6x-2

solve (Q);
1/2, 1/3

Intéressons—nous pour finir au cas des racineB(de dans|1/2, 1[. Posonst = (2" + 1) /2
et calculonsk(z") = P((z"+1)/2).
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1/2
. a Y ! T = (" +1)/2

7

0 1

Ce changement de variable met en bijection les racifies |0, 1] de R(z") avec les racines
a € |1/2, 1] de P(z) et donc avec les racines, € |(a + b)/2, b| de Py(x¢). En notant|(a +
b)/2, b] = |a”, b"[, la bijection est donnée par la formulg = a” + o” (b — a”). On est encore
ramené au probléeme précédent.

Suite de I'exemple. Le changement de variable envoie les rdeines deP sur des
racines regatives dei. Le « critére » appliqué a R indique queR n’a aucune racine
dans]0, 1| et donc queP n'a aucune racine dand /2, 1|.

P := subs (x0=12 =x, PO);
P:=(12 x -3) (12 x - 2

solve (P);
1/4, 1/6

R := subs (x=(x+1)/2, P);
R:=(@®x+ 3) (6 x + 4)

solve (R);
-1/2, -2/3

Ne pas oublier de tester $j/2 est racine deP. Sur I'exemple, ce n’est pas le cas.

subs (x=1/2, P);
12

function IsolationRRP £ (zy))
Retourne une liste d’intervalles isolant les racinégltes positives d&,(z)
Les intervalles sont soit ouverts so#duitsa un point
begin
P(z) = Py(C(FR) x)
return IRRP (P(z), |0, C(5)])
end

function IRRP (P(z), |a, b[)
Sous—fonction de la predente.
Toute racinex € ]0, 1] de P(z) correspondh une raciner + « (b — a) € |a, b[ de Py(x).
begin
n :=le nombre de racines d&(x) dans|0, 1[ (on utilise le« critere»)
if n =0 then
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return @
elif n = 1 then
return {la, b}
else
Q(a') = P(a'/2)
R(z") := P((a" +1)/2)
m:=(a+b)/2
if P(1/2) # 0 then
return IRRP(Q, Ja, m[) UIRRP(R, |m, b[)
else
return IRRP(Q, Ja, m[) UIRRP(R, |m, b[) U {[m, m]}
fi
fi
end

Personne ne connait lecritere » imaginé ci—dessus. On connalit par contre un critere un pe
plus faible mais suffisant : la reégle des signes de Descartes

La regle des signes de Descartes

Elle est publiée (sous une forme un peu plus faible) pourdengere fois en 1636 dans [7]. Elle
fut généralisée dans les années 1820 par Budan et Fdaris le théoreme qui porte aujourd’hui
leur nom [2].

Théoreme 5 (regle des signes)

SoientP € R[z] un polyrdme,v(P) le nombre de variations de signe dans la liste des coeffi-
cients non nuls dé& etr(P) le nombre de racineselles positives d& compées avec multipli-
cités. Alorsu(P) > r(P).

Dans notre cas, le polyndme est sans carrés et P) est donc égal au nombre de racines
réelles positives distinctes de

D’aprés la régle des signes,giP) = 0 alorsr(P) = 0.

D’apres la regle des signes, le theoreme des valelesn@diaires et le fait que les fonctions
polyndmes sont continues,iP) = 1 alorsr(P) = 1.

Exemple. Le polyndmé = z° — x + 1 n'a qu’'une racine réelle = —1.16. On av(P) = 2
etr(P) = 0. Le polyndmeP = 22° — 3z + 1 a trois racines réelles = —1.17, 0.33, 1. On a
v(P)=2etr(P)=2.

Deux problemes se posent pour pouvoir employer cette réghs le cadre d’'un algorithme
d’isolation : d’'une part elle ne fournit qu’une borne, d’eupart elle donne des renseignements
sur l'intervalle]0, +oo[ au lieu deo, 1].
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FIG. 2.4 — René Descartes, 1596-1650.

Appliquer lar égle des signes dans, 1]

Il suffit de procéder a un changement de variable qui EtsdLine bijection entre les intervalles
10, 1[ et]0, +oo[. Soita € |0, 1] racine deP(x) = agz? + -+ - + a1 x + ap. Posonse = 1/2' et
calculons

Q(z') =2/ P(1/2").

def

Ce changement de variable met en bijection les racines |0, 1] de P avec les racines’ €
|1, +00[ de@. Posons maintenant = x” + 1 et calculons

R(z") d:fQ(a:" +1).
Ce changement de variable met en bijection les racines|0, 1[ de P avec les racines réelles
positives deR. Pour majorer le nombre de racines Balans|0, 1], il suffit d’appliquer la régle
des signes au polynonie

0 1

L ! le/x,
‘ ! ¥ =a"4+1
0 1
l_//
0 1

On a montré la proposition suivante :
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Proposition 9 Avec les rames notations, le nombréR?) de variations de signes dans la suite des
coefficients dek est surieur ouégal au nombre de racines dedans l'intervalle]0, 1].

function vy, (P(z))
Retourne une borne ségeure sur le nombre de racines dedans|0, 1]
begin
d:=deg P
Qz') =2 P(1/2')
R(z") = Q(z" + 1)
return v (R)
end

Algorithme de Vincent — Collins — Akritas

On en sait suffisamment pour proposer un algorithme d’igplates racines réelles positives
d’'un polyndme fondé sur la regle des signes de Descartes.

La fonction VincentCollins_Akritas est identique dsolationRRP La fonction IRRP est la
méme que précédemment a la premiere instruction @neéses rappelle pour mémoire.

function Vincent Collins_Akritas (Py(zo))
Retourne une liste d’intervalles isolant les racinésltes positives d&,(z)
Les intervalles sont soit ouverts so#duitsa un point
begin
P(ZE) = PQ(O(PQ) I’)
return IRRP (P(z), |0, C(5)])
end

function IRRP (P(x), ]a, b[)
Sous—fonction de la predente.
Toute racinex € |0, 1] de P(z) correspondh une racine: + « (b — a) € |a, b[ de Py(x).
begin
n:=vy (P)
if n =0 then
return @
elif n = 1 then
return {la, b}
else
Q(a') = P(«'/2)
R(z") := P((a" +1)/2)
m:=(a+b)/2
if P(1/2) # 0 then
return IRRP(Q, Ja, m[) UIRRP(R, |m, b[)
else
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return IRRP(Q, ]a, m[) UIRRP(R, |m, b[) U {[m, m|}
fi
fi
end

L'algorithme précédent est correct. Le fait d’'utilisemauborne plutdt que le critere » pose
seulement le probleme de l'arrét.

Il est évident que la fonctiolRRPfinit toujours par produire des polyndmé&sayant zéro ou
une racine dan, 1[ mais il n’est pas évident que le nombre de variations deesiglans la suite
des coefficients de ces polyndmes (ou plutdt des polysdtralculés dans,,) vaille zéro ou un.

On pourrait compliquer un peu l'algorithme en utilisant l@gosition 6 des que I'intervalle
la, b est de longueur inférieuresap(F,). On déciderait ainsi s, admet zéro ou une racine dans
Ja, b] en testant le signe dé(0) P(1).

En fait, Vincent a demontré que cette complication &taitile et que I'algorithme s’arrétait
dans tous les cas.

Plus précisément, il a montré quej8j 1| contient zéro (resp. une) racine deet si toutes
les racines complexes d@ sont« suffisamment éloignéesde l'origine alorsuv(P) = 0 (resp.
v(P) = 1). Ce cas finit toujours par se produire parce que t@om» effectué par I'algorithme
eloigne les racines dE les unes des autres et les €loigne de I'origine. Voir [19h&preme des
deux cercles] pour une formulation précise.

Implantation

L'algorithme de Vincent — Collins — Akritas est tres effieggarce que les trois changements
de variables qu'il effectue sont tres faciles a implarfoérexercices). Il satisfait les spécifications
énoncées en début de section. En particulier, les batassntervalles sont des rationnels. En
MAPLE, il est disponible sous le nomalroot

readlib (realroot);
proc(poly, widthgoal) ... end proc

2.3 Eléments d’arithmétique par intervalles

Une fois calculé un intervalle isolant une solution d’wewationP(x;) = 0, il reste dans la
chaine GB + RS a calculer 'image de cet intervalle par destions polyndmes (les fonctior$
qui donnent les valeurs des coordonnggs . ., z, de la solution du systeme en fonction de la
valeur derx;). C’est ce probleme qui est considéré dans cette section

Larithmétique par intervalle est une discipline a pantiére. Elle a été inventée dans les années
50 pour controler les erreurs d’arrondis. Elle a étéggalisée dans les années 60 pour contrdler
les erreurs de toute nature (arrondis, mesure, incertituglévoir [11].

Un intervalle X = [a, b] représente un nombre < « < b connu avec incertitude. Tout

nombrea peut étre converti en un intervalle, a.
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SoientX = [a, b] etY = [¢, d] et op une opération arithmétique élémentaire. On défin
XopY ={zopy|zeX,yeY}
Siles bornes sont exactes etept, —, x (notre cas)X opY peut se calculer facilement :

[a, b] +[c, d] =[a+c, b+d]
[a, b] — [e, d]=[a—d, b— ]

[a, b] x [, d] = [min(ac, ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)]

Dans le cas d'intervalles dotés de bornes a virgule flattates problemes spécifiques se posent
qui empéchent de satisfaire les spécifications ci—-de€assproblemes ne nous concernent pas.

2.3.1 Le probleme des épendances

On est amené a considérer des systemes de la forme

y = F(x),
P(z) =0.
Les intervallesX qui isolent les racines réelles d®nt des bornes exactes. La fonction polynéme
F(z) =agz+ -+ ayz + ag

ne met en ceuvre que des opérationsofpr, —, x}. Définissons la fonctio” (X) par

F(X) = agx X+ +a;x X +ag
Xt = Xx.--xX (kfois)

On pourrait penser que
F(X) = F(X) ={F(z) | v € X}.

Malheureusement c’est faux! Prenons par exentffle) = 2> et X = [ -1, 1]. OnaF(X) =
0, 1] mais.#(X) = X x X = [min(—1, 1), max(—1, 1)] = [ — 1, 1]. Par définition on a

[—L1x[-1,1]=Azy|-1<z<1 -1<y<1}

Les intervalles représentent deux nombres indépenddmits que nous voudrions qu’ils repré-
sentent deux nombres dépendants (ici, une méme racii®.den d’autres mots nous voudrions
que

[—L1x[-1L1={zzx]|-1<z<1}.

Dans le cas de la fonction puissance: le probleme peut étre résolu mais le probleme des
dépendances se repose lors du calcul de la somme des mond@semondmes de degré stric-
tement positif représentent des nombres différents uhigiendants deux a deux. Sauf & étudier
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formellementF'(x) sur l'intervalle X le probléme des dépendances ne peut pas étre compiéteme
résolu et on doit se contenter de la spécification :

F(X) > F(X).

N’'importe comment, cette difficulté est une fausse diftiegdour RS puisque l'intervall& peut
etre raffiné a volonté (proposition 6). D’'ou l'in&rpédagogique d'étudier les algorithmesn
situation».

2.4 Exemple

On montre sur un exemple toutes les techniques dévelspjzes cette partie. On s’intéresse
aux solutiongz, y) € R? du systeme” suivant (avea > 0).
=422 +52-2=0, y=a>+z+1.

Le polyndmer® —4 2% + 51 — 2 = (z — 1)? (x — 2) a deux racines évidentes mais on fait bien str
comme si on ne le savait pas.

2.4.1 Suppression des multiplicis

On commence par calculer le pgcd Bg = 23 — 42> + 52 — 2 et de sa dérivée. On applique
I'algorithme d’Euclide dan§)[x]. Le pgcd est le dernier reste non nuts.

R [0] := expand ((x-1)"2 * (X-2));

3 2
R[O] =x -4x +5x-2
R [1] := diff (R [0], x);
2
R[1] =3 x -8x+5
R [2] := rem (R [0], R [1], X);
2 X
R[2] = 2/9 - ---
9
R [3] = rem (R [1], R [2], X);
R[3] =0

Le polyndmeF, = R,/ R, a mémes racines que, et n’a que des racines simples. Simplifier ses
coefficients ne change pas ses racines.

PO := quo (R [0], R [2], x);
2
PO == -9/2 x + 27/2 x - 9
PO := PO / Icoeff (PO, x);

PO =x -3 x+ 2
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On est donc ramené a I'étude des racines réelles pesiter, = »> — 3z + 2.

2.4.2 lIsolation des racines&elles positives

On aC(Fy) = 6. Les racines réelles positives ég appartiennent a l'intervallg, b] = |0, 6].
Ces racines sont en bijection avec les racines du polymdtm¢ = P,(6 ) appartenant a l'inter-
valle |0, 1[. Dans les calculs ci—dessous on a programmé la fonctimentionnée dans la regle
des signes.

P := expand (subs (x=6 *Xx, PQ));

On calculevy; (P). On trouve2.
d := degree (P, x);

d:=2
Q = expand (Xd = subs (x = 1/x, P));
Q =36 - 18 x + 2 X ?
R = expand (subs (x = x + 1, Q));
R:=20-14 x +2X ’
v (R);

2

On vérifie rapidement que/2 n’est pas racine d€.
subs (x = 1/2, P);

2
On s’intéresse aux racines @feappartenant a l'intervalli, 1/2[. On calcule par changement de
variable un nouveau polyndnig. Les racines d&, appartenant §, 1[ sont en bijection avec les
racines deP, appartenant §, 3|.

Pa := expand (subs (x = x/2, P));
2
Pa =9 x -9x+2

On calculevy, (F,). Inutile de recalculed. On trouve encore.

Qa = expand (Xd * subs (x = 1/x, Pa));
Qa::2x2-9x+9
Ra := expand (subs (x = x + 1, Qa));
Ra::2x2-5x+2
v (Ra);
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On vérifie quel /2 n’est pas racine d&,.

subs (x = 1/2, Pa);
-1/4

On s’intéresse aux racines @ appartenant a l'intervallg, 1/2[. On calcule par changement de
variable un nouveau polyndnre,,. Les racines dé&,, appartenant &, 1] sont en bijection avec
les racines dé, appartenant &, 3/2|.

Paa := expand (subs (x = x / 2, Pa));
2
Paa = 9/4 x - 9/2 x + 2

On calculevy; (P,,). On trouvel.

Qaa := expand (xd * subs (x = 1/x, Paa));
2
Qaa = 2 x - 9/2 x + 9/4

Raa expand (subs (x = x + 1, Qaa));

2
Raa =2 x -1/2 x - 1/4

v (Raa);
1

On en déduit que l'intervall®), 3/2[ isole une racine dé%.

On s’intéresse aux racines #g appartenant a I'intervallg /2, 1[. On calcule par changement
de variable un nouveau polyndnig,. Les racines dé’,, appartenant 0, 1] sont en bijection
avec les racines dg, appartenant /2, 3.

Pab := expand (subs (x = (x+1)/2, Pa));

2
Pab = 9/4 x - 1/4

On calculevy; (P,;). On trouvel.

Qab := expand (x°d * subs (x = 1/x, Pab));
Qab = - 1/4 x 2+ 9/4
Rab := expand (subs (x = x + 1, Qab));
Rab = - 1/4 x ?1/2x+2
v (Rab);
1

On en déduit que l'intervall&/2, 3| isole une racine dé.
Un polyndme de degré deux admet au plus deux racine®sé€h pourrait donc s’arréter ici
mais par acquis de conscience, on vérifie gy@’admet aucune racine dans l'intervale 6.
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Pb := expand (subs (x = (x + 1)/2, P));
2
Pb =9 x + 9 x+ 2

Qb = expand (Xd * subs (x = 1/x, Ph));
Qb::2x2+9x+9
Rb := expand (subs (x = x + 1, Qb));
Rb::2x2+13x+20
v (Rb);

0

En conclusion%, admet deux racines réelles, isolées dans les intenaHdsssous.
3 3
0, = - 3.
} , 2 {’ } 2’ [

On a isolé les abscissesdes deux solutions. On cherche a en encadrer les ordopn&ss
reporte les deux intervalles calculés dans la fonction

2.4.3 Report des racines

F(r)=2>+z+1.
On choisit pour effectuer les calculs la fonction
FX)=XxX+X+1
On trouve pour le premier intervalle
3 3 3 9 3 15 19
- - “|+1=10, = “l+1=10, —|+1=11, —]|.
R R Rl U B 1 R U Rl |
On trouve pour le deuxieme
3 3 3 9 3 15 19
R R R N R e i R

On en déduit que les solutions recherchées du syst&mppartiennent aux boites» suivantes :

(o322
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2.4.4 Anelioration de la précision

Supposons qu’on souhaite améliorer la précision de laidme boite (I'intervalle encadrant
'ordonnée est de largeur supérieurg)aOn procede par dichotomie.

m = (3/2 + 3) | 2
m = 9/4

subs (x = 3/2, P0), subs (x = m, P0O), subs (x = 3, PO);
-1/4, 5/16, 2

On conclut que I'abscisse de la deuxieme solutiotlappartient en fait a I'intervalle

39
274"
On recommence le calcul d'un intervalle encadrant I'ordsnn
39[ 73 97 73 9[ ]9 91[ |3 9, _]1 u7[f 719 133
2 4 27 4 27 4 14716 27 4 147 16 147 16 |
L'intervalle encadrant I'ordonnée est maintenant dedargnférieure a.

Boites encadrant les solutions .dé

(v) (v)
13 r-—-—=-=-=-=-=-=-n"°
12 | } } 12 |
10 } 10 |
I ] 1 1
.| | : 33/16 | e
6 : : 6 ] :
777777777 + | L - = = = - - - = + - - = 4
19/4 ‘ 19/4 | ‘
2 2 |
R ) R )
T T T T T T
1 2 3 (z) 1 2 3 (z)
3/2 3/2  9/4
Avant amélioration Apres amélioration
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Chapitre 3
Simplification de sysemes

Dans cette partie, on s’intéresse au probleme de la diogtlon (en un certain sens) de
systemes d’équations polynomiales en plusieurs imoiétéest, . . . , z,,. La simplification a pour
but de transformer le systeme d’entr&een un systeme équivale#t(ayant mémes solutions) de
la forme

P(z1) =0, 29 = Fy(x1), ..., x = Fy(21)

ou P et lesF; sont des polyndmes d@|x,|. Ainsi, résoudre¥ revient a résoudré’(z;) = 0
puis a reporter les racines obtenues dans les polyn@tnpeur obtenir les autres coordonnées
des solutions (ce qu’'on a vu dans le chapitre précédeat)eemple le systeme” suivant, qui
décrit I'intersection d’'une droite et d’'un cercle, petiteétransformé en le systeme équival&ht
(substituer: ay dans(sS))).

(52) @ =y =0, (G2) y =,
y{(sﬁ > +y*—1=0. g{(Gl) 9221 —0.

Pour résoudre?, il suffit de résoudre I'équatioiG;) puis de reporter les deux valeurs de
dans(Gs). La transformation souhaitée n’est pas toujours posskile est impossible dans le
cas ou” a une infinité de solutions dai¥' par exemple. Méme dans le cas ou elle est possible
théoriquement, le calcul échoue souvent en pratiqueyseme simplifieé peut étre beaucoup plus
volumineux que le system#'. L'algorithme de simplification est dii a Buchberger [#produit en
sortie ce qu’on appelle unebase de Grobnerde I'idéal engendré par le systen¥é. La version
implantée dans le logiciel GB [9] est nettement plus égelgque celle que nous présentons.

3.1 Solutions, ickaux

On considere un systéeme fis¥ d’'un anneau de polyndmes = Q[xy, ..., z,] en plusieurs
indéterminées a coefficients rationnels.

Abus de langage 10n s’autorisea confondre un ensemble de pdynes avec le sy&e déqua-
tions qui lui correspond.
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3.1.1 Solutions d'un systme

Définition 7 (solution)
On appellesolutionde . tout n—upletar = (v, ...,a,) € C* de nombres complexes qui
annule tous legléments de (c’est-a—dire tel queP(a) = 0 quel que soifP € .¥).

Définition 8 (solution €elle)
Unesolution(ag, ..., «,) de.” est diteréellesi toutes ses composantes le sont, ca@stiire
Si(aq,...,a,) € R™

Exemple. Le systeme” donné en introduction a deux solutions réellés/2/2, v/2/2) et

(—v2/2, —V2/2).

3.1.2 Idéal engende
Définition 9 (idéal)
On appelleidéalde A tout sous—ensemble non vidéde A stable par addition interne et par
multiplication par unélement ded.
En d’autres termes, dire qu€ est un idéal dé\ c’est dire que
A Be Yy =A+Bed, Ac S BeA=ABec .

Exemples. L'ensemblé0} est un idéal dé\. L'anneauA est aussi un idéal dé. L'ensemble des
nombres pairs est un idéal de(la somme de deux nombres pairs est un nombre pair; le produit
d’'un nombre pair par un nombre quelconque est encore un reopaln).

Proposition 10 L’intersection d’'une famille d’'iéaux deA est encore un igal deA.

Définition 10 On appelleidéal engendré pa¥ dansA l'intersection de tous les &hux deA qui
contiennentS. C’est aussi le plus petit &hl.# de A contenant?. L'ensemble¥ est appet une
basede .7 .

Proposition 11 L’idéal engende par. = {Si,...,S5,,} dansA est 'ensemble de toutes les
combinaisons liaires de€lements de avec de€lements quelconques depour coefficients :

Exemple. Les systeme® = {2? +y? — 1,z —y} et¥ = {22? — 1, x — y} donnés en
introduction engendrent le méme idéal dans I'annkéat Q|[z, y| (ce sont deux bases du méme
idéal). Pour le montrer, il suffit de montrer que tout érnde.” appartient a I'idéal engendré
par< et réciproquement. Effectivement,

2 2 2 2 2 2
4y —1+r+y)(r—y)=22"—1, 20 —1—(r+y)(r—y)=2"+y  —1.
j (z+y)(z—y) = (z+y)(x—y) 5
1 So 1 1 Go 1

Exemple. Dang l'idéal engendré pas est I'ensemble de tous les entiers multiple$de
(5) =57Z={0, =5, 5, —10, 10, —15, ...}.
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Définition 11 (équivalence modulo unéal)
SoientP, () € A et.# un ideal deA. On dit queP est équivalent & modulo.#, ce qu’'on
noteP =@ mod siP—-Q¢c 7.

Exemple. Dang on a3 = 13 mod (5).

Proposition 12 (leséquivalences modulo unédl se comportent comme dgalites)
SoientP, ), P/, Q' € Aet.# unidealdeA. SiP =@ mod . etP = (@' mod . alors

P+P =Q+Q mod .7, PxP =QxQ mod.~.

Exemple. Dang, modulo I'idéal(5) on a (en notant pour=)

1 = 6 1 = 6
+ = X X
3 = 13 3 = -2
| I I I
4 = 19 3 = —12

Exemple. Ona® = y* mod .# ou.# désigne I'idéal dé\ = Q|[z, y] engendré par le systéme
. donné en introduction. C’est évident d’'apres la propasipréecédente : comme—y € ¥
onar =y mod £ etdoncx x v x x = y x y Xx y mod .. Autre preuve a2® — > =
(x —y) (2* + 2y +y?). Commer —y € £ onax’ —y3 € .7,

3.1.3 Correspondance entre solutions d’'un sysine et ickal engendgé

Proposition 13 SoientP un polyrdome appartenard I'idéal .# engendé par.” = {Si,...,Sn}
dansA. Toute solution de est solution deP.

Preuve CommeP € .#, il existe des polyndomed,,... A, telsqueP = A; S1+ -+ A,, S
Une solutiona de.” est unn—uplet de nombres complexes tels dii¢a) = --- = S,,(a) = 0.
Par conséquert(a) = A;(a) Si(a) + - -+ Ap(a) Sp(a) = 0.0

La proposition précédente a plusieurs conséquences :
— si deux polyndme® et () sont équivalents modulg alors P(«) = Q(«) pour toute solu-
tiona de . ;

— deux systemes qui engendrent le méme idéal sont égaoigdils ont mémes solutions).

Exemple. Les systemeg” et ¢ donnés en introduction engendrent le méme idéal. lls ont
mémes solutions.

Exemple. Les polyndmes’ ety?® sont équivalents modulo I'idéa¥ engendré par le systeme
donné en introduction. On peut comprendre cela ainsi :

va va\ (v v\l
e\ )\t ) e
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3.2 Ordres admissibles

3.2.1 Termes, modmes

Définition 12 (terme, mobme)

On appelletermesur l'alphabet{z,, ..., x,} tout produit de puissanceg" - - - x%~. Le terme
2%-..2° est noé 1.

Un mondmeest le produit d’'un terme par uelement non nul d@.

On c&finit ledegré totat’un termet = z{* - - - 29~ pardegt = a; + - - - + ay,.

Tout polyndmeP est donc une somme de mondmes (ou une combinaison lirkaiegmes) :
P201t1—|—"'—|—65t5.

Par exemple3 x; x5 + 7 est vu comme t; + co ty aveccy = 3 etty = xq w9 etey = 7 ettty = 1.

3.2.2 Ordres admissibles

L'utilité des ordres admissibles apparaitra dans la@estivante.

Définition 13 (ordre admissible)
Un ordre total sur I'ensemble des termes estdimissibles’il satisfait les propréetes suivantes
pour tous termes, ¢’ ett” :

1.1<¢
2.t<t =ttt <t't!

Dans le cas d’'une seule indétermingdl n’y a qu’un seul ordre admissible :

l<zx<zl<azd<---

Définition 14 (ordre lexicographique &fini parz,, > --- > 1)
Soientt = x{* .- - 2% ett’ = x7' - - z" deux termes. On pose que ¢’ si il existe un indice
1 <i < ntelqueq; < a} eta; = a’; pour tousi < j < n.

Pour comparet ett’, on peut procéder ainsi : on écrit lesuplets d’exposant&y, .. ., a,)
et (af,...,al,) puis on compare les exposants deux—a—deux en allant deita ders la gauche
(on commence par comparey eta), etc. jusqu’aa; eta)). On s'arréte a la premiére difféerence
rencontrée. Mettons que ce soit a I'indicé\lors¢ < ¢’ sia; < a;.

Les ordres lexicographiques sont des ordres admissibesoirespondent a I'ordre du
dictionnaire» (il y en a plusieurs parce qu’il y a plusieurs fagcons d’ondenl’alphabet des
indéterminées).

Exemple. Voici urk extrait» de I'ordre lexicographique défini pgr> «

l<r<a’<2®< - <y<yr<yrl<yr® < - <yP<yir<--
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Définition 15 (ordre compatible avec le degtotal)
Un ordre admissible est ditompatible avec le degré tolil satisfait, outre les deux propgies
des ordres admissibles, la propté

3. degt < degt’' = t <t pour tous termes, t'.

Exemple. Voici un extrait d’'un ordre compatible avec le @egrtal (on ordonne les termes de
méme degré total entre eux avec I'ordre lexicographidfmdpary > x)

l<z<y<a®<ay<y’<s®<2®y<ay<y®<at<...

On peut définir des ordres admissibleexicographiques par blocs Pour cela, considérons
deux alphabets,, ..., z, etyi,...,y,. Tout termet sur I'union de ces deux alphabets peut étre
décomposé de fagon unique en un produit t, ¢, d’'un termet, sur I'alphabet des et d'un
termet,, sur I'alphabet deg.

Définition 16 (ordre lexicographique par blocs)
Avec les rames notations. Supposons les deux alphabets ogdocimacun suivant un ordre
amissible. On dfinit I'ordre lexicographique par blocs

(x1>""xn)>> (yb'"aym)

par:t <t'sit, <t,ou(, =t,ett, <t).

3.3 Reeécriture

Définition 17 (régle de eécriture)
Uneregle de réécriturest une égle de substitution de la forme

mondme—— polyndme
Le mordme en partie gauche est appehondme de tétde la regle. Le terme de ce mdme est
appek leterme de tétele la regle.

Définition 18 Un systeme de réécrituest un ensemble degles de &criture.

Convention 1 On cetermine le terme déte d’'un poly@meP en fixant un ordre admissible sur
I'ensemble des termes : |le terme @&tdeP est le plus grand terme figurant dafspour I'ordre
admissible choisi.
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Le procédé ci—dessus peut paraitre compliqué : poumgi@as tout simplement indiquer le
terme de téte qu’on souhaite polir? Parce que certains algorithmes vont devoir déterminer le
terme de téte de polyndmes qui n'apparaissent qu’'au ates<calculs. Il faut qu’ils soient ca-
pables de déterminer le terme de téte d'un polyndme quelee. Pourquoi exige—t—on que les
ordres soient admissibles ? Pour éviter des systeme=dattire« pathologiques qui pourraient
conduire a des réécritures infinies tels que

r——2> ou ry—— 2, xz2—2°Y.

Proposition 14 Soit. un syséme de &écriture dont les modmes de&te sont donés par un
ordre admissible. Touteecriture par.” est finie.

La fonctionleadterm du paquetagé&sroebner de MAPLE est paramétrée par un po-
lyndme et un ordre admissible. Elle retourne le terme tke d&@ polyndme pour I'ordre admis-
sible. Le parametrplex(y,x) désigne I'ordre lexicographique défini par- x. Le parameétre
tdeg(y,x)  désigne I'ordre compatible avec le degré total donnéxemgle ci—-dessus. Suivant
I'ordre admissible le terme de téte deesty® ou 22 2. Le termex ne peut pas étre le terme de
téte deP puisque, quel que soit I'ordre admissihiéy? > .

with (Groebner):
P :=y3 + 3 *x2xy2 + X

3 2 2
P = +3Xx y +X
leadterm (P, plex(y,x));
3
y
leadterm (P, tdeg(y,x));
2 2
Xy

Une fois fixé un ordre admissible tout systeme d’équatipeut &tre vu comme un systeme de
réécriture et réciproquement.

Abus de langage 2Une fois fixe un ordre admissible, on s’autoriseconfondre un ensemble de
polyrbmes¥ avec le systme déquations? = 0 et le systme de &&criture qu’il définit.

Définition 19 (réduction)

Soientm —— @ une gle de éécriture, S = m — @ le polyrbme correspondar# la regle
etP =my + ---+ m, un polyrome.

On dit queP estréductiblepar la regle si 'un des mabmesm; est divisible pam, c'est-a—
dire s’il existe un indicd < i < r et un mo®@mem, tels quem; = mm..

On dit que le polydme@ = (P — m;.S) s’obtient en éduisantP une fois parS. On note
P=@
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Définition 20 Soient. un syséme de &écriture, P et () deux poly@mes. On dit que® est
réductiblepar . s'’il existeS € . tel queP soit réductible parS, ce qu’on noteP - Q.

Exemple. Le system&’ = {z?+y*—1, x—y} peut étre transformé en le systéme de réécriture
(en fixant I'ordre lexicographique défini par> x) :

(S) ) ——1—a%  (S)y — .

Le polyndmey? peut se réécrire de plusieurs facons differentes :

(y— 2% y) 5 y® 5 zy’.

Définition 21 La notation P % Q signifie queP se 1éécrit en en appliqguant un nombre
guelconqueé&ventuellement nul) de fois desgtes de?”.

Proposition 15 (on réécrit un polyrdme en un polydmeéquivalent)
Soient. un syséme de &&criture et.# I'id éal qu’il engendre. SP % QalorsP = Q

mod .#.

Suite de I'exemple. NotonB = 32 etQ = y — 22 y. On vérifie facilement qu® = Q — y S,
et donc queP® = @ mod .#. Le mondmey = y3/y* est le rapport du mondmg a réécrire par
le mondme de tétg? de la reégle avec laguelle on effectue la réduction.

Définition 22 (formes normales)
On appelleforme normaled’'un polyrome P par un syseme de &écriture . tout polyrome
irr éductibleq tel queP % Q. Par extension, un polyime P est on appé uneforme normale

par.” s'il est irreductible par”’.

Suite de 'exemple. En poussant les réductions, on itegten deux formes normales :

(z — 2°) ; y? ; 3

Proposition 16 Toute combinaison liire surQ de formes normales est une forme normale.

Preuve Un polyndme est une forme normale si et seulement s'il estaambinaison linéaire
de termes irréductibles (par un certain systeme deitéég). Une combinaison linéaire de com-
binaisons linéaires de termes irréductibles est une guwargon linéaire de termes irréductibles.
O

Comme on l'avu, il N’y a aucune raison que tout polyndme atknene unique forme normale
par un systeme quelconque. Lorsque c’est le cas, le sgademeécriture est appelé unbase de
Grobners.
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FiG. 3.1 — Bruno Buchberger est professeur au RISC, a Linz, drioche.

3.4 Bases de Gobner

Bruno Buchberger a inventé les bases de Grobner en 1968 [dlir a donné le nom de son
directeur de these : Wolfgang Grobner.

Théoreme 6 (théoreme et éfinition — version 1)
Supposons fexun ordre admissible sur 'ensemble des termes. S&femt ensemble de po-
lyndmes de\ et.# I'id éal gqu’il engendre. Les conditions suivantes saiivalentes.

1. Tout polydme deA admet une unique forme normale pér Deux polyd@meséquivalents
modulo.¥ ont meme forme normale pa¢.

2. Tout polydme de admet ro pour forme normale pa¥.
Un ensemblé&/ qui satisfait ces conditions est appelnebase de Grobneate .7 .

Preuve Limplication || du haut vers le bas. Tout polyndnit € .# est équivalent a zéro mo-
dulo.#. Le polyndme zéro est égal a sa propre forme normale.

L'implication 1} du bas vers le haut. Soieft et Q deux polyndmes équivalents moduld,
et P et () deux de leurs formes normales (on ne peut pas supposeregught uniques!). La
differenceP — Q appartient a7 . D’apres (2) elle se réduit a zéro. Comme elle est dag@forme
normale (proposition 16), elle doit &tre égale a zérdostc P = Q. [

Revenons a I'exemple précédent. Le polyngmadmet deux formes normales, ce qui contre-
dit le point (1) du théoreme. Le systeme de réécritiestrdonc pas une base de Grobner.

Définition 23 (base de Gobner duite)
Une base de Gibner¥ est diteréduitesi

1. tout poly®meG € ¢ estirréductible pars \ {G} et
2. les coefficients nueniques deg€lements d&¢/ sont« normali€s».
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Il y a plusieurs facons possibles de normaliser les coefftsinumériques : dans le cours, on
impose que le coefficient du terme de téte de chaque reiljle Vadans les logiciels, ou on préfere
souvent manipuler des coefficients entiers plutdt quematls, on impose que tous les coefficients
soient entiers, que leur pgcd vailleet que le coefficient du terme de téte soit positif.

Proposition 17 Toute base de @bner peuétre transforrée en une base de Glvneréquivalente
réduite.

On peut montrer qu’on peut supprimer purement et simplemeft tout polyndbmeG € 4
dont le terme de téte est un multiple du terme de téte d'tre @ément d&¢/ (en faisant attention,
dans certains cas ou deux polyndmes ont méme termeaj@&tdten supprimer qu’un des deux).

Proposition 18 La base de Gibner duite d’'un igal .# est unique : elle ne &end que de
I'id éal et de I'ordre admissible choisi.

3.5 Lalgorithme de Buchberger en MAPLE

Tout systeme d’équations polynomial&speut étre transformé en une base de Grobner. L'al-
gorithme de Buchberger prend en entrée un systefrez un ordre admissible. Il produit en sortie
une base de Grobn@t. Les ensembles” et¥ sont deux bases du méme idéal. lls ont donc mémes
solutions. En MAPLE, il estimplanté dans le paquet@geebnersous le nongbasis La fonction
gbasis a deux parametres : un systeme de polyndmes et un ordriesadi® (ici I'ordre lexico-
graphique donné par > z). Elle retourne la base de Grobner réddteale I'idéal engendré par
le systeme. La fonctioleadterm a deux parametres : un polyndme et un ordre admissible. Ell
retourne le terme de téte du polyndme. La fonctimnmalf a trois parametres : un polyndéme,
une base de Grobner et un ordre admissible. Elle retourfegrtee normale du polyndme par la
base de Grobner.

\Wi| Maple V Release 5 (USTL)
.\ |/|_. Copyright (c) 1981-1997 by Waterloo Maple Inc. A Il rights
\ MAPLE / reserved. Maple and Maple V are registered trademar ks of
< > \Waterloo Maple Inc.

[ Type ? for help.
with (Groebner);

[fglm, gbasis, gsolve, hilbertdim, hilbertpoly, hilberts eries, inter_reduce,
is_finite, is_solvable, leadcoeff, leadmon, leadterm, no rmalf,
pretend_gbasis, reduce, spoly, termorder, testorder, uni vpoly]

G := ghasis ([xX2 + y2 - 1, x - V], plex (y,X));
2
G =[2x -1, -x+1Y]

leadterm (G [1], G, plex (y,X)), leadterm (G [2], G, plex (y,x );
2
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X,V
normalf (X3 + vy, G, plex (y,x));
3/2 x
Le méme systeme que précédemment mais pour I'ordredgraphique donné par> y. On
constate que la base de Grobner a changeé.
G = ghasis (X2 + y2 - 1, x - y], plex (x,¥));
2
G =2y -1, x-Y
L'exemple du robot planaire. Les deux segments sont de kungu Les coordonnées de la
main dans le repére global sonty, yo) = (1/3, 1/2). L'ordre admissible est I'ordre lexicogra-
phique donné pat, > sy > ¢; > s;.
S =[cl »c2 - sl *s2 +cl - 1/3, cl =*s2 + c2*sl + sl - 1/2,
cl’2 + s172 - 1, c2°2 + s2°2 - 1];

2 2
S =[clc2-s1s2+cl-13, ¢l1s2+c2sl+sl-12¢c1 +s1 -1,

2 2
c2 + s2 - 1]

G := gbasis (S, plex (c2,s2,c1,81));

2
G = [1872 s1 - 407 - 936 s1, 24 c1 + 36 sl - 13, 48 s2 + 52 s1 - 13,

72 c2 + 59]

3.6 Decider si un syseme admet au moins une solution

Le théoreme et la proposition qui suivent montrent qu’'@utpdécider automatiquement si
un systeme d’équations polynomiales n’admet aucundisnlcomplexe : il suffit de tester si le
polyndmel appartient a une base de Grobner quelconque de l'idgaineié par le systeme.

Théoreme 7 Soient un syséme et I'id éal qu’il engendre dana. Le systme n’admet aucune
solution dansC" si et seulement dic€ .#.

Ce théoréme est un corollaire du théoreme des zérasmdiudiera plus loin.

Il est évident que si € .# alors le systeme n’admet aucune solution. C’est l'autygication
qui est difficile a prouver.

On parle bien de solutions complexes et pas réelles : dtguz?> = —1 n'admet aucune
solution réelle maig n'appartient pas a I'idéal gu’elle engendre.

Proposition 19 Soit ¥ une base de Gbner eduite d’'un ical .# pour un quelconque ordre
admissible. Alord € .7 si et seulement & = {1}.

Preuve Tout polyndme de#, en particulien, est réduit a zéro p& . Il faut donc que¥ contienne
lareglel —— 0.0
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3.6.1 Applicationa la demonstration automatique

Le « truc de Rabinovitch indique comment transformer une inéquatien() en équation en
introduisant une indéterminée supplémentaire.

Proposition 20 (truc de Rabinovitch)
SoientP € A = Q[zy, . .., z,] un polyrdome,z,, ., une nouvelle indtermiree et(ay, ..., o) €
C"™ unn—uplet de nombres complexesfihissons le polygmeP = Pz, — 1 € Alz,44]. Alors

Play,...,a,) #0 & 3Jany €C, Plag,...,ap, any) = 0.

Dit plus informellement, I'inéquatio’ # 0 est équivalente a I'equatiaf z,,,; — 1 = 0 dans
le sens ou toute solution de # 0 fournit une solution de” z,,,; — 1 = 0 et réciproquement. La
nouvelle indéterminée, . ; représente / P.

Le truc de Rabinovitch permet de démontrer automatiquéenesitheoremes en effectuant des
démonstrations par I'absurde. Montrer par I'absurde amgication A = B consiste a supposer
A vrai, B faux et a chercher une contradiction. Dans le cas ou lgsogitions logiquesA et B
sont des équation8 = 0 et = 0, montrer par 'absurd® = 0 = @ = 0 consiste a montrer que
le systeme&P = 0, @ # 0 est sans solution.

Exemple. On montre automatiqguement qu’un polyndme durskdegré dont le discriminant
est nul n'a qu’une seule racine. Il suffit de montrer que l¢esye suivant est sans solutions dans
C® : les deux premiéres équations posent guet y sont deux racines d’'un polyndome de degré
deux et de coefficients, b etc; la troisieme que le discriminant est nul; les deux inéiqus que
I'équation est bien de degré deux et que les racines sstinclies.

ax?+bx+c=0,
ay*+by+c=0,
V¥ —4ac=0,
a#0, x#vy.

On transforme les inéquations en équations grace aw&rabinovitch. Il suffit donc de montrer
que le systéme suivant est sans solutions @4ns

ar? +br+c=0,
ay* +by+c=0,
V¥ —4ac=0,

a(r—y)z—1=0.

Voici la preuve avec MAPLE.
S =[a*xX2+b*x+c a*xy2+bxrxy+c b2-4 =xaxc, ax*x(xy) *z - 1]

gbasis (S, plex (x,y,a,b,c,2));
(1]
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3.7 Eliminer des indéterminées

Bien choisir I'ordre admissible permet d’éliminer deséterminées Dans I'exemple suivant,
on cherche a éliminer. En d’autres termes, on cherche des équations consépiénsystems”
qui ne comportent que des Pour cela, on choisit I'ordre lexicographique ayes x (on pose les
indéterminées qu’on souhaite éliminer plus grandeslegsi@utres). La base de Grobner contient
le polyndme recherché&:z? — 1.

G := ghasis ([xX2 + y2 - 1, x - V], plex (y,X));
2
G =[2x -1, -x+1Y]

La déemarche exposée ci—dessus se justifie par le theseaivant.

Théoreme 8 (theoreme délimination)

Soient¥ une base de @bner d’un ickal .# de Q[z4,...,x,] pour I'ordre lexicographique
T, >+ >z etl </ <nunindice. Alors? N Q[zy, ..., x| estune base de @bner de l'ickal
S NQ|xy, ...,z de 'anneauQ|zy, . . ., x].

Preuve Remarques : I'intersection d’un idéal et d’'un anneau e=t bin idéal (en particulier, elle
n’est jamais vide puisqu’elle contient zéray; N Q|xy, . . ., z,] estun idéal d&)[z4, . .., z,] mais
pas deQ[zq, ..., ).

Pour prouver le théoreme, il suffit d’établir que tdate .# N Q[z4, . .., z,] admet zéro pour
forme normale pa¥ N Q[z4, ..., x,|. Les arguments sont les suivants.

1. Le polyndmeP appartient a# doncP —’;> 0.

2. Considérons la premiere réduction de la siite y P’ Z 0. La téte du polyndme
¢« 1
ayant servi a effectuer cette premiére réduction eston@me sur l'alphabeftz, . . ., x,}.
3. Comme l'ordre admissible est un ordre lexicographique.,Q- .., z, 1 > x4, ..., x; tout

polyndme dont la téte est un mondme sur l'alphdhst . . . | z,} appartient @[z, . . ., z4].
4. Réduire un polynéme d@|x, . . ., z,] par un polyndme d&|x, . . ., z,] produit encore un
polyndme deQ[z1, . .., x|

On peut généraliser le théoreme précédent en rerpiéordre lexicographique par n’importe
quel ordre lexicographique par blogs,, . . ., xpy1) > (x4, ..., x1).

3.7.1 Applicationa la demonstration automatique

Le truc de Rabinovitch permet de démontrer par I'absurdeimglicationsP = 0 = Q = 0
lorsqu’on connait a I'avanc® et (). Le théoreme d’élimination permet de démontrer autdma
guement des théoremes méme dans le cas ou on ne coagait’avance la conclusion.

46



Exemple. On considere un polyndme du second degré. €uaibpriétés ses racines satisfont—
elles lorsque son discriminant est nul ? Mise en equatiam pase quer et y sont deux racines
du polyndme, que le discriminant est nul et que le coeffictemminanta est difféerent de zéro.
Choix de I'ordre admissible : comme on cherche des relatmi® les racines ety, on élimine
les coefficients et on choisit donc un ordre lexicographjogreblocs

(a, b, ¢) > (z, y).

S =[a*x2+b*x+c a*y2+b=*y+c¢c b2-4 +axc,a*z - 11
G := gbasis (S, lexdeg ([z,a,b,c],[x,¥]):
factor (G [1]);

x -y

Le calcul de base de Grobner montre que le polyngme y)? appartient a I'idéal engendré
par le systeme. Par conséquent, quel que (&it, ¢, z, y, z) € C° solution du systéme, on a
x = y. On a montré que les racines sont confondues.

Variante du méme exemple. Quelles propriétés satidemtcoefficients d’'un polyndme du
second degré ayant une racine commune avec sa dérivéaidéan équation est évidente. Choix
de I'ordre admissible : comme on cherche des relations got les coefficients, on élimine et
on choisit un ordre lexicographique par bloc

x> (a, b, ¢).

S =[a*xX2+b*x +c, 2 *axx + b
= gbasis (S, lexdeg ([x], [a,b,c]));

2
G=[b -4ac bx+2¢c 2ax+b]

Le calcul de base de Grobner montre que le discrimib@nt 4 a ¢ appartient a I'idéal engendré
par le systeme.

3.8 Elimination et équation aux abscisses
On en vient au point principal du chapitre.

Définition 24 Soient.” un syséme deA n’ayant qu’un nombre fini de solutions dai$ et x;,
une incetermiree distingée (qui joue le dle d’abscisse).

On appelleéquation aux abscissdss solutions de I’ équation en l'inétermiréez; de plus
petit degé qui admet les abscisses de toutes les solution® g@ur solutions. Il s’agit de

H (x1 — ay).

(o1, .., )
solution de¥
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Cette équation n’existe que dans le cas ou les solutiorsysiégme n’ont qu’un nombre fini
d’abscisses distinctes. Elle existe donc pour tout systélayant qu’'un nombre fini de solutions.
« A un probléme d’exposant préscette équation appartient a I'idéal engendré par léesys.
C’est la conséquence du théoreme suivant, di a Hilbert

Fic. 3.2 — David Hilbert, 1862-1943.

Théoreme 9 (théoreme desé&ros)
Soient¥ un syséme ets I'id éal qu'’il engendre dand. Un polyromeP s’annule sur toutes
les solutions d& dansC” si et seulement s’il existe un exposard N tel queP* € 7.

L'implication de droite a gauche est facile. C’est I'autpa est difficile.

Exemple. Dans I'avant—dernier exemple, on a trouvé quelgnpme(z — y)* appartenait a
I'idéal engendré par le systeme. Le polyndme y s’annule sur toutes les solutions du systeme.
Il n"appartient pas a I'idéal mais une de ses puissances si

3.9 Decider si un syseme admet un nombre fini de solutions

Proposition 21 Soient. un syséme deA et¥ une base de Gbner de I'ickal qu'il engendre
pour un ordre admissible quelconque.

Le systme.” admet un nombre fini de solutions da@3 si et seulement si, quel que soit
1 < k < n, labase? contient une ¢gle dont le terme dé&te est une puissance dg

Preuve L'implication = de gauche a droite. D’apres le théoreme des zérosggeesoitk, I'idéal
contient une puissance de I'equation aux abscisses (@amre, pour abscisse). Cette équation
doit étre réduite a zéro pé&#. Il faut donc ques contienne une regle dont le terme de téte est une
puissance dey.

L'implication < de droite a gauche. L’hypothese est vérifiee en paricpour I'ordre lexi-
cographiquer,, > --- > x;. Pour cet ordre, la base de Grobner contient donc un poignde
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dépendant que de l'indéterminge. Par conséquent, dans les solutions du systemee prend
qu’un nombre fini de valeurs distinctes. Le méme raisonmeme&u pour chaque indétermineg
(2 < j < n) montre que dans les solutions du systemeye prend qu’un nombre fini de valeurs.
Les solutions dan€™ du systeme sont donc en nombre fii.

On parle bien de solutions complexes et pas réelles. Lenpotgx? + y? admet une infinité
de solutions complexes mais une seule solution réelle.

3.10 Bases de Gibner sous forme esolue

Définition 25 Une base de Gibner pour 'ordre lexicographique,, > --- > z; est ditesous
forme résoluesi elle est de la forme

P(l’l) = O, To = FQ([L’l), B Fn(-rl)
ou P et lesF; sont des polydmes de|x;].

Si une base de Grobner est sous forme résolue alors segsslaont en nombre fini. La
réciproque est fausse. C'est ce que montre I'exemple sufeuatre solutions mais seulement
deux abscisses distinctes).

G := ghasis ([x2 - 1, y"2 - 1], plex (y,X));

2 2
G =[x -1,y -1]

Il existe des techniques pour transformer une base de @rabmn systeme ayant un nombre
fini de solutions en une ou plusieurs bases de Grobner sous f@solue [10, 18] et [13, 16, Lex-
Triangular]. La méthode la plus simple (mais pas la plus&¢®) consiste a tenter un changement
de repere« aléatoire» de facon a ce que toutes les solutions aient des abscistiestes. Cette
méthode ne fonctionne pas si plusieurs solutions sonbcalufes. Sur 'exemple précédent, cela
donne

p+qQ
p+2=xq
gbasis (X2 - 1, y'2 - 1], plex (q,p));

X
y !
H

2 4 3
H=[10p +9+p,p -p+12(q]

factor (H[1]);
P-D@PE+3)P-3) P+1
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3.11 Lalgorithme de Buchberger

Une base de Grobngtd’'un idéal.# est un systeme de réécriture qui réécrit a zérogt@ment
de .7 (et seulement les éléments dd.

Le seul phénomene qui puisse empécher un systeme qaelea’'étre une base de Grobner,
c’est la présence d’'un conflit » entre deux régles de réécriture. Intuitivement, il y aftibentre
deux regles de réécriture au sujet d’'un teriv&@ appliquer I'une ou l'autre sur n’est pas in-
différent, c’est—a—dire si appliquer I'une ou l'autrerth@ des formes normales ddifferentes. Par
exemple, les deux regles suivantes

(S1)zy —— 1, (S)xz ——t.

sont en conflit au sujet du termg = x y 2z (C’est le plus petit multiple commun des termes de téte
de S; et deSs). Le conflit vient de ce que les deux termes de téte ont uréténchinée commune.
On vérifie ci—-dessous que, suivant qu’on applique la peeerou la deuxieme regle, on obtient des
formes normales differentes :

Nous avons prouvé que le systeme de réécriture n’esimabase de Grobner.

L'idée appliquée par I'algorithme de Buchberger corsest résoudre: le conflit en rajoutant
la differencez — y ¢ des deux formes normales au systeme. Ce polyndme apytagtitidéal .7
engendré par les deux reglgset.S; : on change le systeme de réécriture mais pas I'idégbuRer

ICommexyz =2 mod £ etxyz=yt mod .£onaz =yt mod .# etdoncz —yt € 7.
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z — yt au systeme, c’est rajouter I'une des regles ci—-dess@usépend de I'ordre admissible
choisi)

z ——yt oubien yt —— z.
Mettons que I'ordre admissible soit I'ordre lexicograpkegionné par > y > z > t. Le nouveau
systeme de réécriture est

(S)zy ——1, (S2)wz——1, (S3)yt — =2

On constate maintenant qtig admety ¢ pour unique forme normale.

yA
e

(S1, S2) xyz S3
N
2 )t

Le conflit entreS; et.S; au sujet de€, est donc résolu par I'ajout de la reghe mais I'ajout
de S; engendre deux nouveaux conflits : il y a un conflit ettyeet S5 au sujetde,;; = zyt;ily
en a un autre entrg, et S; au sujet deé,3 = z z yt. On constate que le conflit entfg et .S; est

déjarésolu :
t
4

(S1, S3) ayt S2
S
Tz

Quant au conflit entré; et .Sz, on peut demontrer (sans faire de calcul) qu'il n’existe pl@s
deux termes de téte n’ont pas d’'indéterminée communalifogu’ils sont disjoints). Appliquer
I'une des deux régles n’empéche pas d’appliquer I'aMégification :

yt?
/S: 5%\
zt
S\{ / S
3 xZQ 2

On peut montrer que si pour toute paire de regles d’'un sysste conflit au sujet du ppcm des
tétes de regles est résolu alors le systeme est une b&3dner.

Le systeme obtenu est donc une base de Grobner de llidéal

Dans les ouvrages traditionnels consacrés aux basesot@&rles choses sont présentées un
peu differemment. Soit a tester si le conflit entre deupas

(Sa, S3) wyzt

(Si) ti —— Qi,  (Sj) t; —— Q;
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est résolu. Notong; le ppcm des termess ett; ett;; = ¢

/4
SK t;Q;

Plutdt que tester 8} Q; ett; Q; admettent une méme forme normale, on teste si leur diféere
admet zéro pour forme normale (c’est pareil). La diffeeest appelée I6—polyndme entres;
ets;:

t; = t; t;. Calculons
b

O

%

(Si, S5) ti

S(Si, S;) if%i Qi —t;Q;.

Voici une version en pseudo code de I'algorithme de Bucldrelgprend en entrée un systeme
de polyndmes” et un ordre admissible (ici sous—entendu). Il retourne @se lole Grobner (pour
I'ordre admissible choisi), non nécessairement réduitel’'idéal engendré pa#”. On peut fa-
cilement I'améliorer pour éviter de traiter les pairespidyndmes dont les termes de téte sont
disjoints.

function Buchberger.¢)
begin
g =9
& :=I'ensemble de toutes les pairgS, G'} C ¥4
while &2 n’est pas videlo
{G, G'} :=un élément de”
oOter cette paire de”
G :=une forme normale d&(G, G') par¥
if G # 0 then
ajouter & toutes les paire§G, G telles queG € ¢
ajouterG a9
fi
od
end

Voici une trace de la fonction Buchberger sur 'exemple. Oppose que I'ordre admissible est
I'ordre lexicographique donné par> y > z > t. L'algorithme

9 S
Jebutdutertowr (S 7y =1 ()77 =1 5 50
début du 2éme tour{(Sl) Ty — 1, (SQ) Tz — 1, (Sg) Yyt — Z} {{Sl, Sg}, {SQ, Sg}}

G
début du 3éme tour{(S1) zy — 1, (S2) vz —t, (S3) yt — 2z} {{S2, Ss}}
findu 3émetour {(S1)zy—1, (S2)xz—1t, (S5)yt—z2} @

Quand l'algorithme s’arréte, le systergesatisfait le troisieme point du théoréme suivant.
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Théoreme 10 (theoreme et éfinition — version 2)
Supposons fexun ordre admissible sur 'ensemble des termes. S@iemt ensemble de po-
lyndmes de\ et.# I'id éal gu’il engendre. Les conditions suivantes seiivalentes.

1. Tout polyidme deA admet une unique forme normale pér Deux polyd@meséquivalents
modulo.# ont néme forme normale paf.

2. Tout polytome de admet 2ro pour forme normale pa¥ .
3. ToutS—polyrbmeS(G, G’) (pour tousG, G’ € ¢) admet ro pour forme normale pa¥.
Un ensembl€ qui satisfait ces conditions est appelnebase de Grobneate .7 .

La proposition suivante précise le critere que nous awitisé sur I'exemple pour éviter de
calculer certain§—polyndomes.

Proposition 22 (premier criere de Buchberger powaviter des calculs inutiles)
SoientS; et S, deux egles de é&criture. Si le ppcm des termes @tet des deuxagles eségal
a leur produit alors leS—polyrdme engendr par ces deuxagles estéduita z&ro par{S;, S2}.

3.11.1 Un systme réduit a un unigue polyndbme est une base de @Gbner

Lorsqu’on lui fournit un systeme réduit & un unique pdlyre, I'algorithme de Buchberger
s’arréte immédiatement et retourne ce polyndme.

3.11.2 Lalgorithme de Buchberger p€serve la rationnalite

On voit que si on fournit a I'algorithme de Buchberger untégse a coefficients rationnels, il
produit un systeme a coefficients rationnels.

3.11.3 Lintersection d’'une droite et d'un cercle

Reprenons I'exemple de l'intersection d’une droite et cercle.
2?+y’—1=0, z—y=0.
Prenons pour ordre admissible I'ordre lexicographique gve . Le systeme de réécriture est

(S1)y? ——1—2* (Sy)y — =

1—2x
e

(S1, S2) 2

s

53

2

Ty



Le S—polyndme esf(S;, Ss) = 1 —2? —x y. Une forme normale dd—polyndme est — 2 2.
On la rajoute au systeme.

(Sl) ?/2 — 1 - 552, (52) y—— T, (53) 2 — 1/2.

Le conflit entreS; et S, est résolu par I'ajout de la nouvelle regle. Il N’y a pas deftit entre
les deux premieres regles et la troisieme puisque lesstede tétes sont disjoints. Le systeme est
donc une base de Grobner.

Le terme de téte d#; est divisible par le terme de téte dg. La base de Grobner n’est donc
pas réduite. Pour la réduire, il suffit de supprimdel(proposition 17). On obtient finalement :

(S2)y —— =, (S3)2® —— 1/2.

3.11.4 Lalgorithme de Buchberger contient I'algorithme dEuclide
Considérons le systeme suivant.

{x(x—l)(w+1) = ¥ —u,
(x+1)(z—-2) = 2°—z—2.

Comme il n'y a qu’une seule indéterminée, il N’y a qu’unisendre admissible et le systeme de
réécriture est nécessairement

(S)) 2> —— 1z, (Sy)2® —— z+2.

€T
e
(Sb SQ) x?)
S

Le S—polyndme esf(1,2) = —z% — z. Une forme normale dd—polyndme est-2 z — 2. Elle
est égale au reste de la division euclidienné&dpar S;. On la rajoute au systeme de réécriture

22 +2x

(S)) 2* —— 2, (Sy)2® —— 2 +2, (S3)r —— —1.

Le conflit entreS; et S, est résolu par I'ajout de la nouvelle regle. L'algorithehe Buchberger
vérifie que le conflit entre; et S; est résolu, de méme que celui enfkeet S;. Dit autrement, il
vérifie que le reste de la division euclidienneSigpar S; et celui deS; par S; sont nuls. Par com-
paraison, I'algorithme d’Euclide est plus adroit : il se tate de vérifier que le reste de la division
euclidienne de5, par S; est nul. On voit sur I'exemple que I'algorithme de Buchbergiectue
tous les calculs de reste de I'algorithme d’Euclide pludques autres (inutiles). Il contient donc
une version maladroite de cet algorithme.

Le systéme précédent est une base de Grobner nonegédoisqu’on la réduit, il ne reste que
le pgcd des deux polyndmes

3)zx — —1.
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3.11.5 VLalgorithme de Buchberger contient le pivot de Gaus

Considérons un systeme d’équations linéaires.
r+3y—4=0, z4+2y—1=0, y—2z=0.
Adoptons I'ordre lexicographique donné par- y > z. Le systeme de réécriture obtenu est :

(S1)x —— =3y+4, (S)z—— 2y+1, (S3)y— =

A
S
? —2y+1

Le S—polyndmeS(S;, S;) vaut—y + 3. Il est égal a I'equation linéaire qu’on aurait obterare
effectuant une étape du pivot de Gauss efiret S,. Une forme normale dg—polyndme est
—z + 3. On larajoute au systeme

—3y+4

(Sl, SQ) s

Le conflit entreS; et.S; est résolu par I'ajout de la reghg. 1l n’y a pas d’autre conflit puisque les
termes de téte sont disjoints.

On voit donc que si on lui fournit un systeme d’équatiom&diires a traiter, I'algorithme de
Buchberger n’engendre que des équations linéaires.ntiem@ une variante du pivot de Gauss.
Choisir un ordre admissible revient, en termes de pivot des§aa choisir 'ordre des colonnes
dans la matrice des coefficients du systeme.

La base de Grobner réduite du systeme s’obtient en supptisoitS; soitS; mais pas les deux
et en réduisant les regles restantes deux a deux. EHlespand a ce que produirait I'algorithme
de Gauss-Jordan.

)z — =5, 3)y——3, (4)z——3.

3.11.6 Lalgorithme de Buchberger p€serve les dimensions

Une analyse rapide de la définition dgspolyndmes montre que, si on applique I'algorithme
de Buchberger a un systeme d’équations homogéne pdamres dimensions (un systeme d’équa-
tions« qui ont un sens d’un point de vue physique) alors I'algorithme de Buchbergeproduit
que des équations homogenes. En d’autres termes, itdgw de Buchberger ne produit que des
éguations: qui ont un sens.

Exemple. On montre une relation bien connue sur la résistafun circuit formé de deux
résistances en parallele.
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Ry
I I
I Ry
On cherche la relation
L_1 1
R R, Ry

On nommeR, R, et R, les inverses des résistances (des Otinst I I'inverse de l'intensité
(des Amperes'). Les équations sont homogeénes pour certaines dimengidles ont un sens
physique).

U=RI Volts = Ohms Amperes
U - Rl ]1
U - RQ ]2
I =1, + 1, Amperes= Amperes
IT=1 Amperes Amperes = Nombre
RR=1  OhmsOhms' = Nombre
RiR =1
RyRy =1
On calcule une base de Grobner pour I'ordre lexicograghiqu

I>I>>,>U>R>R;>Ry>R>R, >Ry

L'algorithme de Buchberger n’engendre que des relatiomsdggnes pour certaines dimensions
(qui ont un sens physique). _
RiR I, — Il_
— URl
Exemple de nouvelle relation calculée par I'algorithme :

I, = UR, Amperes= \olts Ohms*
Amperes= (Ohms AmpéresOhms*

Le premier polyndme de la base de Grobner réduite (cadcalec MAPLE) fournit la relation
cherchée.

G = [Rlbar - Rbar + R2bar, R2 R2bar - 1,
1 - R1 Rbar + R1 R2bar, -R1 - R2 + R2 R1 Rbar,
R Rbar - 1, R R2 - R1 R2 + R R1, 12 - R2bar U,

I1 + R2bar U - Rbar U, | - Rbar U, Ibar U - R]
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3.12 Exemple
On s’intéresse au systeme
ry:—x=0, 2°y—x—y=0.

On commence par calculer une base de Grobner de I'idéahgendré par”. On choisit pour
ordre admissible I'ordre lexicographique donné par x. Le systeme de réécriture initial est

(1) zy*> — =
(2) 2’y — z+ty

La liste de paires critiques a traiter est
7 =11, 2)].

On traite la paire critique présente da#s On calcule le ppcm des termes de téte des deux regles.
On le réécrit séparément par chacune d’entre ellespbsdmes obtenus sont des formes nor-
males.

2 2.2 2
T : 7y 5 Ty +y".

On ajoute au systeme la regle obtenue par difference@®sfdrmes normales.
3) y¥* —— a?—ay
La liste de paires critiques a traiter est maintenant
2 =11, 3), (2,3)].

On traite la premiére paire critique présente dansOn calcule le ppcm des termes de téte des
deux regles. On le réécrit séparément par chacunérd’eties. L'un des polyndmes obtenus peut
encore étre réécrit par le systeme. On pousse lesti@es jusqu’au bout.

T — x> . x3—x2yT>x3—x—y.

On ajoute au systeme la regle obtenue par difference@®sfdrmes normales.
4) vy — 2°-2x
La liste de paires critiques a traiter est maintenant
Z =102, 3), (1,4), (2,4), (3, 4)].

On traite la premiére paire critique présente dansOn calcule le ppcm des termes de téte des
deux regles. On le réécrit séparément par chacundrd’eties.

4

xy+y2<Tx2yQT>a: — 2.
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Il se passe ici un phénomene intéressant. Aucun des @olgs obtenus n’est une forme normale
etily a plusieurs facons possibles de les réécrire, gudaisent a des formes normales différentes.
Si on s’y prend bien, on peut les réécrire tous les deux emélae forme normale :

2

T $y+y2 I2y2 ZE4 4 2 2
3 2 3

—dy —— -2 —zy— T
2

Si on choisit d’effectuer ces réécritures, on trouve qednflit entre les régles est résolu (ou
encore que l&—polyndme entre les deux regles se réduit a zéro).
Mais on pourrait aussi choisir une autre fagcon de menerdiesiis

ey +yt ety —— e’ =3

qui nous donnerait une nouvelle regle—— 3 2* — 22 (et il y a encore d’autres possibilités).

Suivant le choix effectué, les calculs a suivre vont &tés differents. lls peuvent méme étre
de difficultés tres difféerentes. Cependant, la propmsii8 nous garantit que la base de Grobner
réduiteobtenue a la fin sera la méme dans tous les cas.

Pour des raisons de simplicité, on choisit la premier@riagde mener les calculs, celle qui
n’introduit pas de nouvelle regle de réécriture.

La liste de paires critiques a traiter est maintenant

Z =1(1,4), (2,4), (3, 4)].

On traite la premiére paire critique présente dansOn calcule le ppcm des termes de téte des
deux regles. On le réécrit séparément par chacundrd’efies. On pousse les réductions jusqu’a
obtenir des formes normales.

Ici aussi, si on choisit bien la fagon de mener les rédusti@n trouve que I&—polyndme
se réduit a zéro et on n’introduit pas de nouvelle regiai§ il y a d’autres facons de mener les
calculs, qui produiraient de nouvelles regles).

sk
T x> 1 x4y—2x2y—>x3—x—yT>x.
1 2

La liste de paires critiques a traiter est maintenant
P = [(27 4)7 (37 4)]

On traite la premiére paire critique présente dansOn calcule le ppcm des termes de téte des
deux regles. On le réécrit séparément par chacundrd’efies. On pousse les réductions jusqu’a
obtenir des formes normales.

:ES—xT;E+y<Ta:2yT>a:5—2x3.

On ajoute au systeme la regle obtenue par differenceelesfdrmes normales.

() 2° — 32—z
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La liste de paires critiques a traiter est maintenant
P = [(37 4)7 (17 5)? (27 5)]

On remarque qu’on n'a pas inséré dawsles paires critiques$3, 5) et (4, 5) qui sont superflues
d’apes la proposition 22.

On laisse au lecteur le soin de vérifier que Eegpolyndmes engendrés par les trois paires
présentes dang’ se réduisent a zéro (quelle que soit la fagcon dont oneni@ncalculs d’ailleurs
puisqu’on a une base de Grobner).

Voici donc une base de Grobner non réduite de I'id&al

vyt —— o, 2y ——axty, Y —2t—xy, y—— -2 2% —32° 2.

Et voici la base de Grobner réduite :

y —— a° —2x, 2’ —— 32° — .

3.13 Arréet de l'algorithme de Buchberger

Proposition 23 L'algorithme de Buchberger produit une base ded@mer en un nombre fini
d’étapes quels que soient le ysie et 'ordre admissible en egg.

La preuve de cette proposition n’est pas tres facile. Blefendée sur ce qu’on appelle le
« lemme de Dickson [8].

B
FIG. 3.3 — Leonard Eugene Dickson, 1874-1954.

On se contente de l'illustrer graphiquement sur 'exempée@dent.

On dessine un diagramme a chaque fois que l'algorithme délirger ajoute une nouvelle
regle de réécriture a la base en construction. Sur @gatnmes on représente I'ensemble des
termes. Il y a autant d’axes qu’il y a d’indéterminées ¢dawes ici). On représente les termes de
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téte des regles par des disques noirs et on hachure I'bhseles termes qui peuvent étre réécrits
par le systeme (tous les multiples des termes de téte).
Initialement, les termes de téte sany? et 22 y et le diagramme

(v) A
7

Ensuite I'algorithme insere une régle de terme degétée diagramme devient

"%y, W,

Puis il inséere une regle de terme de tgtée diagramme devient

700

()

I\\\\\

()

Enfin, il insére une regle de terme de téteLe diagramme devient
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0,

. ° |
7
-

A chaque fois qu’une nouvelle régle est introduite, 'enbée des termes irreductibles (ceux
qui ne sont pas hachurés) se rétrécit. C’est normalgpeishaque nouvelle regle est une forme
normale (c’est—a—dire une combinaison linéaire de terfigeirant dans la partie non hachurée).

Lorsqu’il n'y a que deux indéterminées, esent bien> qu’on ne peut pas indéfiniment placer
ainsi des disques noirs dans les parties blanches et hadhgreart de plan supérieur droit.

Ce sentiment peut s’écrire de fagon rigoureuse et sergbsér a un nombre quelconque
d’'indéterminées.
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Chapitre 4

Pgcd de polyromes et calcul modulaire

Dans cette section, on développe certaines des notiomdédsoau début du chapitre 2. On en
déduit un algorithme efficace pour calculer le pgcd de dealyndmes en une indéterminée et a
coefficients rationnels. Les méthodes utilisées (catondiulaire) se rencontrent en cryptographie.

4.1 Le probleme

Si F' et G sont deux polyndmes d@[z| avec des petits coefficients alors leur pgeda
généralement des coefficients petits, lui aussi. Paredattaille des coefficients des restes in-
termédiaires calculés par I'algorithme d’Euclide trgllement a chaque itération que cet algo-
rithme en devient impraticable. Voici un exemple ou, pamgdifier, on a normalisé a le coeffi-
cient dominant de chaque reste.

Ry = (B3z—2)(a®+2°—-32*—32° -32> +22 —5)
R = (Bz—-2)32°4+52* —42° —9x +21)
2 98 196 3 2
Ry — 20 24,7283 722,22, ~
2 T 3.CE + 5 x 5 "+ 51’ 5
5 1967 , 494 296

fs = &= 5037 T 739" ~ 8739
B . M0300801 228700346
4= 145900173 © " 145990173
2
R5 = T — g

4.2 Calcul modulaire

L'idée consiste a exécuter I'algorithme d’Euclide ndagpdans I'annea@[z] mais dans I'an-
neau(Z/nZ)[x] oun est en entier naturel, souvent premier. Les éléemen%y/dé& sont les entiers
pris« modulon » (d’ou I'expression calcul modulaire) qui ne peuvent doas gortir de I'intervalle
[0, n — 1]. Toute la difficulté consiste bien sOr a retrouirefinele résultat recherché, c’est-a—dire
le pgcd a coefficients rationnels.
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4.2.1 Division euclidienne, pgcd dan&

On rappelle, pour les entiers, quelques notions déjad&@esrpour les polyndmes.

Proposition 24 (division euclidienne)

Soientf et g # 0 deux entiers naturels. Il existe un unique cou@jer) d’entiers naturels
tels quef = gq + r etr < g. Les entiers; etr sont appeds le quotient et le reste de la division
euclidienne def par g.

La proposition précédente se généralise au cas disrgignés. Dans ce cas, une convention
possible consiste a imposer que le cougler) satisfasse f = gq+r, |r| < |g| et fr > 0. Cest
ce que font les fonctions MAPLEjuo etirem, qui implantent le quotient et le reste de la division
euclidienne de deux entiers. Comme dans le cas des polgmdmentierf divise un entieg si et
seulement si le reste de la division euclidienne/gmr g est nul.

Définition 26 (pgcd)

Soientf et g deux entiers. Un enties est unplus grand commun diviseou pgcd de f et
deg s'il satisfait :

1. p| fetp]g(pestundiviseur commun),

2. s'il existep' tel quey’ | f etp’ | g alorsp’ | p (p est le plus grand).

La définition précédente s’applique aussi bien pour fggees que pour les polyndmes. Plus
généralement, elle permet de définir le pgcd de deuxéhits de n'importe quel anneau ou cette
notion est bien définie (anneawxXactoriels»). Comme dans le cas des polyndmes, le pgcd est
défini au produit pres par un élément inversible Zlec’'est—a—direl et —1. On dispose pour
les entiers d’'un algorithme d’Euclide et d’un algorithmécdctlide étendu. On ne rappelle pas
les pseudo—codes qui sont identiques a ceux fournis psyrdiyndmes. L'algorithme d’Euclide
étendu permet le calcul des identités de Bézout. La fon8APLE correspondante s’appeltgc-
dex

igcdex (21, 49, 'u’, V);

21*xu + 49+v;

4.2.2 AnneauZ/nZ

Définition 27 (congruence)
Soientf, g etn # 0 trois entiers. On dit qug estcongrua g modulon (ou encoreequivalent
agmodulon) sin | (f —g). Onle notef = g mod n.
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FIG. 4.1 -7Z /57 (détail)

La relation de congruence modutcest une relation d’équivalence. On n@gnZ I'ensemble
des classes d’équivalence @epour cette relation. Lensembl&/nZ comporte exactement
éléments (voir par exemple la figure 4.1).

Proposition 25 Si f = f/ mod netg = ¢ mod n alors
f+9g=f+¢ modn, [fxg=/[f xg¢g modn.

Cette proposition a pour conséquence le principe infoisn@lant :dans une somme ou un
produit (modulon), on peut toujours remplacer un nombfepar un nombref’ tel quef = f’
mod n. On peut vérifier dang/5Z par exemple que

1 = 6 1 = 6
+ - X X
3 = 13 3 = -2
| I I I
4 = 19 3 = —12

Autre conséquence de la proposition 25 : il est possiblegfiaidla « somme» et le« produit» de
deux classes d’équivalence modulpar (la barre signifie classe d’équivalence :

f+3 = f+y

fxg = [xg.
La proposition assure que la définition est sensée, cledire que la classe de la somme (ou du
produit) de deux élements ne dépend que des classes depadémentg ou g choisis. L'en-

sembleZ/nZ est alors muni d’'une structure d’anneau (c’esgimtientde 'anneauZ par I'un
de ses idéauxZ). L'élement zéro deZ/nZ est 'ensemble des multiples de L'éléement1 est
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'ensemble des multiples deplus1. En pratique, on représente les classes d’équivalerazasp
elément distingué, appeléprésentant canoniquee la classe. On prend souvent des représentants
positifs : Z/5Z = {0, 1, 2, 3, 4}. On utilise aussi parfois des représentants sigrégZ =

{0, 1, 2, =2, —1}. En MAPLE, les fonctionsnodpetmodspermettent d’obtenir 'image moduto

d’un entier dans I'une ou 'autre de ces représentations.

4.2.3 Testd'inversibilité et calcul de l'inverse

Pour additionner, soustraire et multiplier dafys:Z, il suffit d’effectuer I'opération dan& sur
les représentants des classes puis de prendre le refarssamonique de la classe du résultat (avec
des représentants positifs, il suffit de prendre le resta dision du résultat pat). L'algorithme
d’Euclide étendu, qui calcule des identités de Bézanrriit un moyen d’effectuer des divisions.
En fait, il fait deux choses : il permet de tester si un élehueZ/nZ est inversible et, si c’est le
cas, il fournit I'inverse.

Proposition 26 (test d’inversibilie et calcul de I'inverse)
Soitu f + nv = p une identié de Bezout entre deux entieysetn # 0. Le pgcdp vaut1 si et
seulement sf est inversible dan/nZ. Sile pgcdy vautl alorsu = 1/ f dansZ/nZ.

Proposition 27 L'anneauZ/nZ est un corps si et seulementsést un nombre premier.

4.2.4 Le theoreme chinois

Le théoreme chinois (on dit aussthéoreme des restes chinejgésout le probleme suivant :
connaissant I'image¢; d’'un entierf modulo un entiern; et 'image f, du méme entief modulo
un entiern,, est—il possible de calculer I'imagg,; de f modulo le produit:; x ny, ? La réponse
est oui, sous réserve que les entier®tn, soient premiers entre eux.

La partie« algorithmique» du théoreme repose sur I'algorithme d’Euclide étendus@ppose
n, etny premiers entre eux. Il existe donc une identité de Bézout :

uny +vng = 1.

L'image fi» de f modulon; x n, s’obtient par la formule suivante, qui fait intervetfiret f, mais
pasf :
g12 =vng X fi+ung X fo.

Voici une formulation classique du théoreme chinois :
Proposition 28 (theoreme chinois)
Sin; etny, sont deux entiers premiers entre eux alors, pour &ament(f;, f>) du produit

cartésienZ/n,Z x 7./nsZ, il existe un uniqu&lémentf,, de 'anneauZ/(n, x ny)Z équivalent
a f1 modulon; eta f, modulon,.
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L'exemple suivant montre qu’au coup®, 4) du produit cartésiefi/8Z x 7Z/21Z correspond

I'elément130 de 'annealZ/1687Z.
fl .= 2:
f2 = 4:
nl := 8:
n2 = 21:
igcdex (n1, n2, 'u’, V),
1
fl12 ;= v *n2+xfl + u *nl*f2 mod nl *n2;
f12 = 130

f12 mod nl1, f12 mod n2;

2, 4

L'ensembleZ/(n, x nq)Z est un anneau. On peut munir aussi le produit cartésjenZ x
Z/nsZ d’une structure d’anneau (appel@neau produjten posant que I'addition et le produit
de deux couples se font composante par composante. léaenéro de I'anneau produit est le
couple(0, 0). L'élément1 est le couple1, 1). Avec cette convention, on peut montrer que I'ap-
plication qui envoie les éléments de I'anneau quoti&ftr; x ny)Z sur les couples de 'anneau
produit est un homomorphisme (ou plus simplement amorphisme>) d’anneaux : 'image de la
somme (ou du produit) de deux éléments de 'anneau quasiegale a la somme (ou au produit)
des images des éléments dans I'anneau produit. Ce morpléablit une bijection entre les deux
anneaux. Les anneal¥/ (n;, x ny)Z etZ/nyZ x 7./n,Z sont donc isomorphes.

4.2.5 Conversions entre rationnels et nombres modulaires

Soientf /g un nombre rationnel et un entier tel quegy A n = 1. Linverseg’ de g modulon
existe et on peut définir naturellement I'image fdg modulon par :

f

~ modn=fxg modn.

L'ensembleQ, des rationnelg /g tels queg A n = 1 forme un anneau : la somme et le produit
de deux éléments d@,, est encore un élement dg,. L'application« modulon » qui envoie les
fractions de I'annea@,, dans I'annealZ/nZ est un morphisme d’anneaux : 'image modulde

la somme (ou du produit) de deux fractions@gest égale a la somme (ou au produit) des images
des deux fractions. Par exemple, da@hd 17,

1/2 = -5 1/2 = =5
+ + x x
2/3 = —3 2/3 = -3
I I I |
7/6 = 3 2/6 = 4

Peut—on calculer le morphisme inverse, c'est—a—diresemble des antécédents d’'un élement de
Z/nZ pour cette application? Cet ensemble comporte une infild@téactions. Une variante de
I'algorithme d’Euclide étendu permet (parfois) de cadzulune d’elles.
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Proposition 29 Sia est uréléement d&Z/nZ alors il existe au plus un nombre rationnglg deQ,,

tel quef/g = a mod net|f|,|g] < \/n/2.

L'algorithme d’Euclide étendu, appliqué a un élémerde Z/nZ et an, retourne ce ration-
nel s’il existe. Il suffit de changer la fonction en arrétéed calculs des que; = 0 ou que
lug|, |ui| < 4/n/2. Si on arréte parce qug = 0, c’est que le rationnel recherché n’existe pas.
Si on s’arréte parce ques|, [ui| < /n/2, il reste a vérifier si; A n = 1. Si c’est le cas, on
retourne la fractiorf /g = us/u; sinon, c’est que la conversion est impossible. Cet algoetlst
dd a Paul Shyh—Horng Wang [23, 20]. Il est assez peu comme§t pas implantée en MAPLE).
Sa preuve n’est pas facile : toute la difficulté consisteoatmer que si I'algorithme ne retourne pas
de rationnel, alors ce rationnel n’existe pas. Voici unelantation en MAPLE de I'algorithme de
Wang.

wang := proc (a, n)

local u, v, t, q;

u:=1[1, 0, aj;

v := [0, 1, n];

while v[3] <> 0 and (u[3]"2 >= n/2 or u[l]’2 >= n/2) do
q := iquo (u[3], Vv[3]);
t:
%
u

v;
u-g *v
t

od;
if v[3] = 0 then
error ("rational does not exist")
elif iged (u[1], n) <> 1 then
error (“inversion of a zero divisor")
else
u[3]/u[1]
fi
end:

Pour additionner les deux fractions ci—dessous, on petledaire directement dar{g (ou dans),,),
soit prendre leur image modulo un entiesuffisamment grand, additionner les images et les
monter» en rationnels par I'algorithme de Wang. On obtient le méesaiitat.

n := 65521:
a = 2/7:
b := -8/13:
a+b;
-30
91
wang (a+tb mod n, n);
-30
91
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4.3 Application du calcul modulaire au pgcd de deux polydmes

4.3.1 Une premere méthode, presenée sur un exemple

Onillustre I'idée sur I'exemple introductif. On choisibunombre premien et on applique I'al-
gorithme d’Euclide aux deux polyndmés et R, dans(Z/nZ)|x]. Les coefficients des polyndmes
sont pris modulo: : ils ne peuvent pas dépasser- 1. Les divisions euclidiennes effectuées par
I'algorithme d’Euclide ne posent pas de difficulté puisgueétant premierZ/nZ est un corps :

il suffit d’utiliser I'algorithme d’Euclide étendu (dari8) pour inverser le coefficient dominant du
polyndme par lequel on divise. Voici la suite des restesutas poum = 101 (des représentants
positifs sont pris a partir d&,). On a normalisé a les coefficients dominants :

Ry = (30 —2)(2® +2°%-32*—32% 32> + 22— 5)

R = (Bz—-2)32°+52"—42° -9 +21)

Ry = 2°+332" +602° +612% + 412 +40

Ry = 2°+32° +36x+23

Ry = 2°+39z+97,

Ry = x4 33.
On obtient le pgcd d&, et deR, dansQ|x] en appliquant I'algorithme de Wang sur les coefficients
deRs:

n = 101:
wang (1, n) *x + wang (33, n);
X - 2/3

4.3.2 Ce que cache I'exemple

L'exemple précédent fonctionne parfaitement pour detisons :
1. le pgcd deR, et deR; calculé modula01 est 'image moduld01 du pgcd dan€)|z] ;
2. le nombre premiet(01 est suffisamment grand par rapport aux coefficiergs2/3 du pgcd
dansQ|x].
Aucun de ces deux points n’est assuré dans le cas gébénatemier est appelé leprobleme du
degré» ; le second, le probleme du coefficient initial.

4.3.3 Nombres premiers malchanceux

C’est parce que I'application modulon » est un morphisme de I'annedd, dansZ/nZ et
que les coefficients dominants des restes calculés pgofigime d’Euclide sont tous non nuls
modulo 101 que le pgcd deR, et de R, calculé modulol01 est I'image modulol01 du pgcd
dansQ[z]. Ainsi, sur I'exemple, les degrés des restes ne dégah@as moduld01. Mais pour
certains nombres premiers appelésc premiers malchanceux il peut y avoir dégénerescence.
Dans ce cas, le pgcd calculé modul@st de degré difféerent du pged calculé d&@ijs|. C'est ce
gu’illustrent les exemples ci—dessous :
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Ged (R[0], R[1]) mod 3;

Gced (R[0], R[1]) mod 5;
X +3x+ 2

Ged (R[0], R[1]) mod 17;
3 2
X + 15 x + x + 10

Remarquer lec G » majuscule de la fonction Ged », qui fait que le pgcd est calculé moduto
Avec un« g » minuscule, on obtiendrait 'image modutodu pgcd dan§)|x].

4.3.4 Pgcd dan¥|zx]

L'anneauZ|z] des polyndmes a coefficients entiers est un anneau felctba notion de pgcd
(définition 26) y est bien définie. Si' et G sont deux polyndmes a coefficients entiers, il est
possible de les considérer soit comme des élémerifsadesoit comme des éléments @gz]. On
peut montrer que les pgcd deet G dansZ[z]| sont des pged dE et G dansQ)|x]. La réciproque est
fausse. Sans étre bien difficile, I'affirmation ci—-dessesinpas absolument évidente. Elle repose
sur la proposition suivante.

Proposition 30 Tout polyrdme P & coefficients entiers, qui n’est paséductible dan€Q[z], se
factorise en un produit de deux pofymesa coefficients entierg et tels que) < deg F, deg G <
deg P.

On voit donc que pour calculer le pged de deux polyndiiest G de Q[z], il est possible de
chasser les déenominateurs de leurs coefficients et ddediepgcd danZ[z| des deux polyndmes
ainsi obtenus. On évite ainsi de considérer le problepsefrhctions dont les dénominateurs ne
seraient pas inversibles modulo

La propriété éléementaire suivante est la clef de nombproblémes.

Proposition 31 SoientF et G deux poly@mes déeZ[z] et P leur pgcd. Le coefficient dominant
de P divise le coefficient dominant de et celui deG.

4.3.5 Le probleme du deggé

SoientF' et G deux polyndmes a coefficients entiersféleur pgced dan€.[z|. Soientn un
nombre premier eb, le pgcd deF’ et G calculé dan§Z/nZ)[x]. On suppose pour simplifier que
le coefficient dominant d&,, est égal 4.

Pour résoudre le probléeme du degré, I'idée consiste#st n de telle sorte que le degré de
soit supérieur ou égal au degré #e CommeP est le polyndme de plus grand degré qui divise
a lafoisF et G, on pourra détecter les nombres premiers malchancewstmtesiF' et G sont
divisibles ou pas par le polyndme @ér] déduit dep,.

La proposition suivante est une conséquence de la prapo8it.
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Proposition 32 Sin ne divise pas le coefficient dominant Ble@u celui deG alors le degé deP,
est sugrieur ouégal au dege deP.

Proposition 33 Sin ne divise pas le coefficient dominant Heou celui deG et si P, et P ont
méme dege alors il existen € Z/nZ tel queP mod n = a P,.

Proposition 34 Les nombres premiers tels qdeg P, # deg P (hombres premiers malchan-
ceux») sont en nombre fini.

4.3.6 Le probleme du coefficient dominant

SoientF' et G deux polyndmes a coefficients entiersféteur pgced dan€[z|. Soientn un
nombre premier eb, le pgcd deF’ et G calculé dan$Z/nZ)[x]. On suppose pour simplifier que
le coefficient dominant d&,, est égal 4.

Pour pouvoir appliquer I'algorithme de Wang sHy, il suffit de disposer d’'une borne sur
les coefficients dé” (proposition 29). En voici une, due pour I'essentiel a Edohiandau [12]
et (indéependemment) a Maurice Mignotte [14]. En touteieigr, ce qu’on appelle la borne de
Landau et Mignotte est un résultat intermédiaire qui prde prouver la proposition 35. C’est
un peu abusivement qu’on qualifie la proposition 35dmrne de Landau et Mignottedans ce
support de cours. Voir [15, pages 158-169].

Définition 28 On appellehauteurd’un polyromeP a coefficients entiers le maximum des valeurs
absolues de ses coefficients. On la niteP).

En MAPLE, la fonctionmaxnornretourne la hauteur d’'un polynéme.

Proposition 35 (borne de Landau et Mignotte)
SoientF’ etG deux poly@mes deZ[x]. Si F diviseG alors H(F) < 298¢ H(G).

On remarque que la hauteur Bepeut fort bien &tre supérieure a cellesidet G (exemple de
F=23+2>—-2z—1etG =2a*+ 23+ 2+ 1quiont pour pgcd® = 22 + 22 + 1).

En fait, la borne de Landau et Mignotte permet d’éviterlateent I'algorithme de Wang. La
clef vient de la proposition 31 : si on multiple, par le pgcd des coefficients dominants déet
deG, on obtient un polyndme P, qui est 'image dan§Z/nZ)[x] de P a un facteuentier(donc
non fractionnaire) pres. Pour effectuer la remontée @ans il suffit de prendre des représentants
sigréspour les classes d’équivalence@gnZ ainsi qu'un nombre premier tel que

n>2xpxmin (298" H(F), 22 H(QG)) .

Reprenons I'exemple de la section 4.3.1. D’apres la boméahdau et Mignotte, il suffit de
prendre un nombre premier supérieur ou éga8z9 or n = 101 suffit. La borne de Landau et
Mignotte est en fait souvent pessimiste.
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p := igcdex (Icoeff (R[O]), lcoeff (R[1]);

p:=3
b0 := 2°degree (R [0]) *maxnorm (R [0]);
b0 := 9728
bl := 2°degree (R [1]) *maxnorm (R [1]);
bl := 10368
nextprime (2 * p +* min (b0, bl));
58369

On effectue la remontée d8, = x + 33 dansZ|z] de la fagon suivante. Sur I'exemple, on a
obtenuP. En général, on n’obtient seulement qu’'un multiple dugbgc

> ‘mod' := mods;
mod := mods

>p * (X + 33) mod n;
3 x-2

4.3.7 Un algorithme pour la premiere méthode

Il reste quelques détails mineurs a régler dus au fait fuet G peuvent avoir un facteur
commun entier.

Définition 29 Soit F' un polyrome deZ[z]. On appellecontenude F' le pgcd de ses coefficients.
La partie primitivede F' s’obtient en divisanf’ par son contenu. Un polgme dont le contenu
vaut1 est ditprimitif.

Les fonctions MAPLEcontentetiprimpart permettent d’obtenir le contenu et la partie primi-
tive d'un polyndme a coefficients entiers.

Proposition 36 Si F' et G sont deux polydmes déZ|x],
F A G = (contenu F' A contenu GG) x (partie_primitive F' A partie_primitive G).

La fonction suivante retourne un pgétide deux polyndémes; et G, de Z[z]. Ce pgcd est
aussi bien un pgcd dagz] que dan€)[z]. La fonction s'arréte parce que les nombres premiers
malchanceux sont en nombre fini.

function pged(Fp, Go)
begin
Po = contenu (Fp) A contenu(Gy)
F := partie_primitive(Fp)
G := partie_primitive(Gl)
p1 = coefficient_dominant(F') A coefficient_dominant(G)
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do

n = un nouveau nombre premier supérie@ & p; x min (248X H(F), 29 [ (G))
(on remarque que ne divise pag)

P,:=(F mod n)A (G mod n) unitaire, calculé dan&Z/nZ)|x]
P':=(p. P,) modn (prendre des représentants signés)
P’ :=partie_primitive(P’) (P’ est vu comme un polyndme d&zx])

while P’ ne divise pag’ ou P’ ne divise pass dansZ|z]

return pg P’

end

4.3.8 Une seconde gthode, foncke sur le tleoreme chinois

L'idée consiste a calculer plusieurs pgcd dé#ignZ)[x], pour différentes valeurs de et a
les combiner entre eux avec le théoreme chinois. Dansngatge de programmation traditionnel,
on choisirait des nombres premiers d’une taille infegeaircelle d’'un mot machine (inférieure a
32 bits sur une machine disposant d’une arithmétiquegeddlir 32 bits). On ne combine par le
théoréme chinois que des pgcd modulaires de méme degréhoisit des nombres premiers qui
ne divisent pas le coefficient dominant Beou celui deGG de fagon a s’assurer que les degrés des
pgcd modulaires soient supérieurs ou égaux a ceuk.deans le cas de deux pgcd modulaires
de degrés difféerents, on est donc certain que celui degrarsd degré correspond a un nombre
premier malchanceux et on I'oublie. On teste a chaque faur a obtenu le pgcd recherché par un
test de division exacte daf$z| des polyndmeg’ et G. On n'utilise donc pas la borne de Landau
et Mignotte.

La fonction suivante retourne un pgétide deux polyndémes; et G, de Z[z]. Ce pgcd est
aussi bien un pgcd daff8z] que dan€)[z].

Les calculs s’arrétent parce que les nombres premiersharadeux sont en nombre fini. Les
nombres premiers choisis sont multipliés entre eux dans la variable Pour chacun de ces
nombres premiers, un pgcd modulaife est calculé. La variablé,, contient le résultat de la
combinaison, par le théoréme chinois, des pgcd modslaie La variable P contient un po-
lyndme deZ|x] correspondant &,. L'algorithme détecte trés rapidement les polyndmesrpers
entre eux.

function pged(Fy, Go)
begin
Po = contenu(Fp) A contenu(G))
F := partie_primitive(Fp)
G := partie_primitive(G))
p1 = coefficient_dominant(F') A coefficient_dominant(G)
n :=un nombre premier qui ne divise pas
P,:=(F mod n)A (G modn) unitaire, calculé dan&Z/nZ)[z]
if P, = 1then
return p,
fi
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=n
=P,
= partie_primitive((p; P,,) mod m)
(utiliser des représentants signés pour le calcul madylealculer le contenu daf¥z))
while P ne divise pag” ou P ne divise pag: dansZ[z] do
n := un nouveau nombre premier qui ne divise pas
P, :=(F mod n)A (G modn) unitaire, calculé dan&Z/nZ)|z]
if P, = 1then
return py
elif deg P, < deg P, then
m:=n
P, =P,
P := partie_primitive((p; P,) mod n)
elif deg P, = deg P,, then
r’EnXm
calculer avec le théoréme chindts € (Z/rZ)[z] tel que
P. =P, modn
P. =P, modm
m.=r
P, .= P, (noter queP, est unitaire)

P := partie_primitive((p; F,,) mod m)

m:
P,
P:

fi
od
return p, P
end
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Chapitre 5

La méthode de Newton

Dans ce chapitre, on présente la méthode numériquesdlution d’équations la plus utilisée :
la méthode de Newton.
5.1 Uneéequation en une variable

On considére une équation en une variable) = 0. On cherche a calculer une approxima-
tion z d’'une racine de I'équation a partir d’'une premiéere eationa.

FiG. 5.1 — Isaac Newton en 1726 (1643-1727)

La méthode de Newton consiste a calculer une suite deg@ip} a partir dea en espérant
gue la suite converge vers
. F(zn)
F(x,)
On arréte les calculs dés ql€(x,,)| < ¢ oue est un réel positif fixé a I'avance. Graphiquement,
xn41 €St donné par l'intersection de I'axe deavec la tangente a la courbe @n,, F(x,)).

Top=0a, Tny1 = Tn
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S Tnl In

graphe de&’ tangente

5.1.1 Justification

Soientz une racine dé’'(z) = 0 etx, un réel proche de. Notonsh la difféerencez — z,, de
telle sorte qu& = x,, + h. Alors, en appliquant la formule du développement lindé&’(x) enx,,
on obtient :

0=F()=F(x,+h)=F(x,) + hF'(z,)+--

Commeh est petit, on néglige les termes cachés dans les pointssgeission et on trouve :
F(x,) +hF'(x,) ~0

etdonch ~ —F(x,)/F'(x,). En reportant cette relation dans la formile= =, + h on trouve
une approximation de qu’on prend comme valeur pouy,, ; :
Tptl = Ty — .
o ()

5.1.2 Exemple

On applique la méthode de Newton pour calculer la racinéipesle I'équationz? — 4 = 0,
c’est—a—dire le nombr2 On prend pour valeur initiale, = 3.

Digits := 30:
F:=x->Xx2- 4
2
F=x->x -4
Fprime = D(F);
Fprime = x -=> 2 X
X[0] = 3.

for n from O to 4 do
x[n+1] = x[n] - FX[n])/Fprime(x[n])
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od;

X[1] = 2.16666666666666666666666666667
X[2] := 2.00641025641025641025641025641
X[3] := 2.00001024002621446710903579913
x[4] := 2.00000000002621440000017179869
X[5] := 2.00000000000000000000017179869

La vitesse de convergence est impressionnante : le nomhteaitmales correctes double ap-
proximativement a chaque itération. On verra ci—desgoiesc’est lié au fait que est une racine
simple de I'équation utilisée.

Appliquons maintenant la méthode de Newton a I'équatior- 2)> = 0 dont2 est racine
double. La vitesse de convergence est nettement moins bonne

F = x > (x2)2;

Fi=x->(x-2)
Fprime := D(F);
Fprime = x -=> 2 x - 4

X[0] = 3.
for n from 0 to 4 do
x[n+1] = x[n] - F(X[n])/Fprime(x[n])

o x[1] := 2.50000000000000000000000000000
x[2] := 2.25000000000000000000000000000
X[3] := 2.12500000000000000000000000000
x[4] := 2.06250000000000000000000000000
x[5] := 2.03125000000000000000000000000

5.1.3 Convergence de la gthode

Dans cette section, on utilise MAPLE pour analyser thamigent la relation entre la vitesse
de convergence et la simplicité de la racine. La méthodeeleton peut diverger ou boucler et,
méme dans le cas ou elle converge, elle peut ne pas convergda raciner désirée. Cependant,
lorsqu’on étudie 'ordre d’'une méthode numeérique deohétion, on considere toujours une ra-
cinez et on suppose que la méthode converge bien vers elle. \foéciutre remarque importante :
dans les méthodes numériques de résolution d’éqgugticiaut distinguer les erreurs de méthode
des erreurs d’arrondis. On ne s’intéresse dans cetteoregtiaux erreurs de méthode (erreurs
qui persistent méme si on mene tous les calculs avec debresraxacts, ce qui est possible en
MAPLE). Les erreurs dues aux arrondis sont beaucoup plfisildié a estimer.
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On définit I'erreur a I'etape pare,, =Tn — Z.
€

Définition 30 Une néthode de &solution déquations nur@riques est dite d’ordre si

. en—i—l
lim

n—-4o0o eﬁ

= cste non nulle

Dire qu’une méthode est d’ordre un, c’est dire que le nondierdécimales correctes augmente
linéairement avea : a chaque étape, on gaghenouvelles décimales correctes (pour une cer-
taine constant&). Dire qu'une méthode est d’ordre deux, c’est dire que Imine de décimales
correctes augmente quadratiquement ave@ chaque étape, le nombre de décimales correctes
double (approximativement). Dans ce qui suit, on supposdajméthode converge bien vers une
racinez.

Proposition 37 Siz est une racine simple dg alors la méthode de Newton est d’ordre deux (au
moins) sinon la rathode est d’ordre un.

On montre avec MAPLE que la méthode de Newton est d’ordr& daas le cas d’une racine
simple. On utilise ici les possibiliteés de calcul symbakgdu logiciel pour mener unedémons-
tration assistée par ordinateur

Commexz,, est proche de, on peut approximer le graphe depar une parabole.

F=x->a *x2 + bx*x + ¢
2
F=x->ax +bx+c

Fp = D(F);
Fp = x ->2ax+b
xbar := (- b - sqrt (b™2-4 *axC))/(2 *a);
2 1/2
b-(b -4ac
xbar = 1/2 -----m-memmee

a
On exprimer,, . ; en fonction de,,.
x(n+1) = x(n) - FXx(n))/Fp(x(n));

2

ax(n) + b xn +c
x(n + 1) = x(n) - -
2 ax(n +b
On porte la dynamique sur I'erreur : on cherche a exprigner en fonction de:,, :

e(n+1) := x(n+1) - xbar,
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2 2 1/2

a x(n) + b x(n +c b-Mb -4ac
e(n + 1) := X(N) - -—-—-m-mmmmmmmmee - U2 - e
2 ax(n +b a

e(n+1) := subs (x(n) = e(n) + xbar, e(n+1)):
e(n+1) := simplify (e(n+1));

e(n) a
e(n + 1) = -

2 1/2
2emna+ (b -4ac

Silaracine est simple, c’est-a—diré%i-4 a ¢ > 0 alors le rapport,, . /¢2 tend vers une constante
non nulle quand,, tend vers zéro.

simplify (e(n+1)/e(n)"2);
a

2 1/2
2emna+ (b -4ac
subs (e(n) = 0, %);

5.2 Deuxéquations en deux variables

Le schéma de Newton se généralise aux systemes de geatians en deux variables et, plus
généralement, aux systemesrdequations em variables.
On considere un systeme de deux équations de deux \esigi#lles :

F(z,y)=0, G(z,y)=0.

La suite de Newton consiste a calculer une suite de pa@intsy,) a partir d'un point donné
(x0, yo). La relation de récurrence pour le schéma de Newton en dmiables s’écrit :

Ln+1 = T, + h7 Yn+1 = Yn + l

ou h et ¢ sont deux réels qui sont recalcules a chaque itera@es. reels sont en fait la solu-
tion du systeme d’équations suivant, qui depend:det dey, et qu’il suffit donc de résoudre a
chaque itération. La matrice des coefficients est souyspdlae la matricg@acobiennedu systeme

arésoudre :
o) St )
a5 (T Yn 9 Ty Yn AT EICE R
oG oG 14 G(Zn, Yn)

a—x(xm yn) a—y(xm yn)
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5.2.1 Justification

Soient(z, y) une solution de ce systeme(et,, v,) un couple de réels proche de, y). No-
tonsh et/ les differencesx — z,, ety — v, de telle sorte que = z, + h ety = y, + £. Alors,
en appliquant la formule du développement limitéfde:, y) et deG(x, y) en(x,, y,) on obtient
une formule :

oF oF

ox oy
oG oG
0=G(z,9y) =Gz, +h,ys + ) =G(zp, yo) + h 8—a:(xm Un) +£a_y(g;m Yn) 4 - -

Commeh et/ sont petits, on néglige les termes cachés dans les p@rsigsppension et on trouve :

oF OF
~F - -
0 (s Yn) + h e (s Yn) + L o (s Yn)s

oG oG
=~ ny Yn h ny Yn E ny Yn)*
0~ G(2n, Yn) + aw(x Yn) + ay(ﬂc Yn)

Transformons lesz en= et écrivons ce systeme matriciellement. On obtient utesys de deux
équations linéaires dont les inconnues sont les reeld. Il s’agit du systeme donné en début de
section.

5.2.2 Exemple

Les commandes MAPLE suivantes montrent comment on peutagepla méthode de Newton
pour déterminer une solution du systeme :

24+ —10=0, z—-3y=0.

On peut montrer que ce systéme a deux solutions réellésogu(z,y) = (3,1) et (=3, —1).
L'itération de Newton converge vers la premiére solutioa vitesse de convergence est quadra-
tique.

Le calcul de la matrice jacobienne est effectué par la fonclacobiandu paquetag®ector-
Calculus Pour les calculs d’algebre linéaire, on utilise le paggeLinearAlgebrade MAPLE.
Pour la résolution du systeme linéaire, on construit onarice M/ « générique» en bordant la
matrice jacobienne avec le vecteur colonne de coordonnéest —G. On la spécialise a chaque
iteration avec les valeurs dg et dey,,.
with (LinearAlgebra):
with (VectorCalculus,Jacobian):

F:=x2+ y2 - 10;
G = x - 3 *y:

M = < Jacobian ([F, G], [x, ¥]) | - <F, G> >;
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[
M = [2 x 2y X -y + 10]
[
[ 1 -3 X+ 3y ]
X[0] = 2.
y[0] = 2.
for n from O to 1 do
Mn := subs (x=x[n], y=y[n], M):
hl := LinearSolve (Mn):
X[n+1] = x[n] + hl[1]:
y[n+1] := y[n] + hi2]:

od;
[4. 4, 2]
Mn = [ ]
[1 -3 4]

[ 1.37500000000000000 ]
hl o= ]
[-0.875000000000000000]

x[1] := 3.375000000
y[1] := 1.125000000
[6.750000000 2.250000000 -2.656250000]
Mn = [
[ 1 -3 0.

[-0.354166666666666685]
hl = [ ]
[-0.118055555555555538]

x[2] := 3.020833333

1.006944444

y[2] :
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Chapitre 6

Introduction au logiciel MAPLE

6.1 Les nombres

Le logiciel MAPLE permet de manipuler differents types aenbres. Pour implanter un type
de nombre, la difficulté fondamentale consiste a recaraéro. En effet, un programmeur qui
souhaiterait implanter un nouveau type de nombre pouajotrs réaliser les quatre opérations
trivialement (en ne simplifiant jamais les expressionsj).eRample, rien ne force asimplifier »
le produity/2 - v/3 en+/6. Mais ne pas simplifier les expressions ne fait que repartedifficultés
sur le test d'égalité a zéro puisqu’il faudra bien queéast reconnaisse qug2 - v/3 — /6 est égall
a zéro.

6.1.1 Les nombres inexacts

On les appelle aussinombres a virgule flottante C’est le type de nombre le plus répandu
en informatique. Les quatre opérations sont assez sirapteplanter. Elles souffrent du probléme
des erreurs d’arrondi. Le test d’égalité a zéro n’a pasehs en pratique en raison de ces erreurs.
Il est donc souvent remplacé par un tesgtférieur a= ». Une particularité de MAPLE : le nombre
de décimales peut étre fixé arbitrairement grand.

a = sqgrt (2.);
a = 1.414213562
a2;
1.999999999
Digits := 30:
sqrt (2.);

1.41421356237309504880168872421

6.1.2 Les entiers et les rationnels

On rencontre le type nombre entier dans tous les langages de programmation mais il s’agit
presque tout le temps de nombres entiers de taille limit&éogiciel MAPLE fournit des entiers
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et des rationnels arbitrairement grands. Ces nombres sesdye toujours représentés de facon

interne dans une base de numération. Le test d’égalitectest facile dans une base de numération.

6.1.3 Les nombres irrationnels

Les nombres irrationnels se divisent en nombres algéesiginombres transcendants.

Définition 31 Un nombre est dialgébriques’il est racine d’'un polydme en une ingtermirée et
a coefficients rationnels. Un nombre qui n’est pasthigque est ditranscendant

Les nombres/2 eti sont algébriques, tous les rationnels aussi. Les nombets sont trans-
cendants.

Une implantation classique consiste a représenter éhaqumbre algébrique par un po-
lyndbme P de degré minimal dont est racine plus un intervalle (ou un couple d’intervallessla
le cas de nombres algébriques complexes) permettant tilegdisro des autres racines de Le
test d’eégalité a zéro existe mais il est si colteux guegiciel ne le met pas systématiquement en
ceuvre bien qu’il soit implanté.

sqrt (2);
1/2
2
sqrt (2)°2;
2
if sqrt (2) * sqgrt (3) = sgrt (6) then
Ooul
else
NON
fi;
NON
simplify (sqgrt (2) * sqrt (3) - sqrt (6));
0

Le nombre imaginairéest notd. Le nombrer est désigné par (attention a la majuscie)

(243 *1) *(2-3 *I);
13

evalf (Pi, 20);
3.1415926535897932385

6.2 Variables et symboles

En MAPLE, un symbole est une variable (au sens informatiquéedne) a laquelle aucune
valeur n’est affectée. On transforme un symbole en unebtrien lui affectant une valeur. On
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transforme une variable en un symbole er tiesaffectant, ce qui peut se réaliser en lui affectant
son propre identificateur entre apostrophes«quotes»). La présence d’apostrophes autour d’'un
identificateur empéche son évaluation. La variableisfg&c % » contient le résultat de la derniére

commande exécutée.

(at+1)2;
2
(@ + 1)
a =4
a =4
(a+1)"2;
25
a = 'a}
a = a
(a+1)"2;
2
(a +1)
%;
2
(@ + 1)

6.3 Procdures et fonctions

On ne fait pas de difference en MAPLE entre les procéduréssdonctions. Les procédures
peuvent donc retourner un résultat. Une procédure estbjet oomme un autre, qui peut étre
affecté a une variable. C’est d'ailleurs ainsi qu’on lesmme.

Par convention, la valeur retournée par une procédurlaestieur de la derniere instruction
exécutée lors de I'appel. Pour forcer I'exécution d'ypel de procédure a s’arréter et a retourner
une valeur, on peut utiliser I'instructiarturn.

On mentionne aussi la fonctiarror, paramétrée par une chaine de caracteres (délipétée
des guillemets) et qui permet d’'interrompre un calcul ercladnt le message.

Une procédure peut utiliser des variablesaleset des variableglobales Les variables glo-
bales sont les variables qui sont immédiatement accesdilnisqu’on utilise MAPLE interactive-
ment. Les variables locales d’'une procédure sont cra@bsique appel a la procédure (elles sont
locales a un appel de procédure plutdt qu'a une praeddin regle générale, elles disparaissent a
la fin de I'appel (voir toutefois la section 6.3.3). Les @&ations de variables doivent étre placées
juste apres I'entéte de la procédure. Lorsqu’une végiatest pas déclarée, MAPLE infere son
type de la fagon suivante : si la premiére opération &ffee sur la variable modifie son contenu,
la variable est considérée comme locale sinon elle estidéree comme globale. On suggere de
déclarer explicitement les variables.

On rappelle qu’en programmation, on distinguepasanetres formelsl’'une procédure (dont
les identificateurs sont énumérés dans I'entéte dedeggiure, derriere le mot—clpfoc) des pa-
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rametres effectifs deappels de proedures Au moment de I'appel a la procédure, chaque pa-
rametre formel prend pour valeur 'un des parametresefée

6.3.1 Exemple

On définit une procédure paramétrée par undgéeh entiem et qui retourne:”. On I'affecte a
la variablepuissancelLa procédure emploie deux variables localéset resultat Les parametres
formels sont etn. Le casa = 0 est géré a part.
puissance := proc (a, n)

local k, resultat;
if a = 0 then
return (0)
fi;
resultat = 1;
for k from 1 to n do
resultat := resultat * a
od;
resultat
end:

Voici deux appels a la procédure puissance. Deux paraseffectifs sont fournis a chaque appel.

puissance (0,0);

puissance (3,4);
81

6.3.2 Retourner une valeur en I'affectanta un parametre

En regle générale, les parametres sont passés par ealeest impossible d’affecter une valeur
a un parametre formel dans le corps d’'une procédure.

Cette regle admet une exception : si la valeur du paranedfeetif est un identificateur de
variable alors il est possible d’affecter une valeur au &tae formel correspondant : c’est la
variable dont le nom a été passé comme parametre éffegtiecoit la valeur. Remarque : apres
gu’on a affecté une valeur a un tel parametre dans un c&gsocédure, il n’est pas possible de
consulter le contenu de ce parametre (les parametregfosont gérés differemment des variables
locales en MAPLE).

Ce mécanisme est mis en ceuvre par certaines fonctiongfjmied telles queem quo ou
coeffs En voici un exemple.

reste := proc (a, b, quotient)

local q, r;

g = iquo (a, b);

r ;= irem (a, b);

quotient := q; # affecte q a la var. dont le nom est dans quotient
r # retourne r

end:
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Dans I'appel de procédure ci—dessous, on a placé l'iflestieurquotentre apostrophes pour éviter
gu'’il ne soit remplacé par sa valeur au moment de I'appels@jgere d’utiliser systématiquement
des apostrophes non seulement pour la raison énoncéssizgimais aussi parce qu’elles attirent
I'attention du lecteur sur I'usage qui est fait du parametr

reste (7, 3, 'quot);

quot;

6.3.3 Retourner une expression symbolique

Une procédure qui retourne une expression symboliqueetiogiénéral s’assurer que chaque
symbole figurant dans I'expression est global. Dans le cagaice, I'utilisateur rencontrera de
grandes difficultés pour manipuler I'expression retean’a présence devariables locales ex-
portées- (ou plutdt de« symboles locaux exporté$ dans les expressions est une source de bugs
considérable.

La fonction suivante retourne une expression en le symHbokeabz. L'expression retournée
se manipule sans difficulté.
polynome := proc (n)

local i;

global x;

add ((i+1) *xi, i=0..n)
end:

p := polynome (3);
2 3
p=1+2x+3x +4x

coeff (p, x, 2);

L'expression retournée par la fonction suivante compontaymbole local exportéz. L'ex-
pression retournée est beaucoup plus difficile a manipla effet, le symboler figurant dans
I'expression a été créé lors de I'appel a la foncomtynomell est different du symbole global
passé en parametreaeft

polynome := proc (n)
local i, Xx;
add ((i+1) =*x7, i=0..n)
end:
p := polynome (3);
p=1+2x+3x +4X

coeff (p, x, 2);
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6.3.4 Fonctions @finies avec une #iche

Les fonctions dont le corps se réduit a une seule instageuvent s’écrire simplement grace
a l'opérateuk fleche». Les deux implantations dgéci—dessous sont équivalentes.

f .= proc (x)
3*X2 + 2*x + 1
end:
fi=x->3 *xX2 + 2x*x + 1
Voici un autre exemple avec une fonction de deux variables.
f := proc (X, y)
3xX2 + X xy

end:

f=Xy >3 *X'2 + X *y:

6.3.5 Fonctions et expressions

Ne pas confondréonctionset expressionsDans I'exemple suivany; est une fonction et est
une expression. La fonctidd permet de dériver une fonctiodiff permet de dériver une expres-
sion. On évalue les expressions en utilisant la foncdigos On évalue les fonctions en procédant
a des appels de fonctions.

fi=x->2 *xxX2+ 3*x + 1,
2
f=x>2x +3x+1
p = 2*x2 + 3*x + 1;
p=2x +3x+1

f(1);

6
subs (x=1, p);
6
D ();
X ->4x+ 3
diff (p, x);

4 x + 3
Pour convertir une fonction en une expression, il suffivel@er la fonction en fournissant un sym-

bole comme parameétre effectif. La fonction prédéfimapplypermet de convertir une expression
en une fonction.
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f(y)
2

2y +3y+1

unapply (p, X);
2

X ->2x +3x+1

6.4 Structures de donrees

6.4.1 Squences, listes et ensembles

Définition 32 Uneséquencest une suite d'objet€pares par des virgules. La virgule est I'efa-
teur de concanation des&guences. Laégjuence vide est nomaaNULL.

La fonctionsegpermet de construire des séquences.

sl =3, x +1, 2
sl =3, x+1, 2

S2 = 2, X *Y,
s2 =2, Xy
seq (i"2, i = 1 .. 5);
1, 4, 9, 16, 25
s2, NULL;
2, Xy
s3 = sl, s2;

s3 =3, x+1, 2 2 xy

Les séquences ont un défaut : il n’est pas possible dercinestles séquences de séquences...
sauf a délimiter les sous—séquences avec des marquedébdt et de fin. C’est a cette fin qu’'on
été définis les listes et les ensembles.

Définition 33 Uneliste est une 8quence dlimitée par des crochets.

La fonctionop permet d’obtenir les opérandes d’une liste (la séquerceed €lements). Le
fonctionnopspermet d’obtenir le nombre d’opérandes (d’élementapd’liste. La fonctioimap
permet d’appliquer une fonction unaire a tous les élémdiune liste. Remarque : il est possible
d’appliquer des fonctions—aires aux éléments d’une liste avaap; voir aussi a ce sujet la fonc-
tion zip.

L3 :=[s3];
L3 =3, x + 1, 2, 2, x V]

nops (L3);
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L3 [2];

op (L3);
3, x +1, 2 2, XYy

map (proc (X) X2 end, L3);
2 2 2
9, x +1), 4 4 x vy

Définition 34 Un ensembleest une 8quence encaée par des accolades. Deux ensembles qui
contiennent les Bme<léments sorégaux.

Les ensembles MAPLE ressemblent beaucoup aux ensemblesmediques donnés en exten-
sion : I'ordre des €lements n’est pas spécifié et chatp@ént n’apparait qu’une fois. Lorsqu’on
convertit une séquence en ensemble, I'ordre des élangenta séquence peut donc étre modifié
et les doublons sont supprimés. Une précision sur I'odéeeléments d’un ensemble : si les va-
riablesE et ' contiennent deux ensembles égaux alors I'ordre desefitnueF et deF est le
méme mais cet ordre peut changer d’'une session MAPLE autne &es fonction®p, nopset
maps’appliguent aussi aux ensembles.

E3 = { s3 };
E3 = {2, 3, x + 1, x vy}
nops (E3);
4
op (E3);
2, 3, x+1 xvy
E3 [2];

6.4.2 Equations et intervalles

L'opérateur.. permet de former des intervalles. On acceéde aux membretigat droit d’'une
équation ou d'un intervalle grace aux fonctions préadéglhs (pour left handsidg et rhs (pour
right handsidg. Des intervalles sont fournis en parametre aux foncteetsadd mul, ... Des
équations sont fournies en parametre aux fonctions dendlé desolve

add (i, i = 1.5);
15

mul (i, i 1..5);

120

eq = 2 *x+3*xy = 7;
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eq =2x+3y=17

solve (eq);
3y
X =~ +72y=y}
2
lhs (eq);
2x+3y
rhs (eq);

6.4.3 Polyromes

Les fonctions prédéfiniesxpand (développer) etollect  (regrouper les coefficients) per-
mettent d’écrire un polyndme de plusieurs fagons.

P =(x-a2+3 =*x + a

P=x-a +3x+a
expand (P);

2 2

X -2xa+a +3x+a
collect (P, x);

2 2

X +(2a+3)x+a +a
collect (P, a);

2 2
a +(2x+1)a+x +3x

Ces fonctions ont une utilité supplémentaire : elles mpatemt de s’assurer du degré, du coef-
ficient dominant etc ... d’'un polyndme. L'exemple ci—-dassmontre que la fonctiodegreepeut
retourner un faux résultat, lorsqu’on I'applique a unynd@me qui n’a pas été préalablement réécrit
avec l'une de ces fonctions.

Q = x12-x2+ 2 *X - 1;
Q=x-1) -x +2x-1

degree (Q,x);

degree (expand (Q), X);
-infinity
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La fonctionindetsdétermine I'ensemble des symboles dont dépend un polgnba fonction
Icoeffpermet d’obtenir le coefficient dominant d’un polynéme.faactioncoeffpermet d’obtenir
le coefficient d’'un symbole a un certain degré dans un sty On remarque que les mondmes
n'apparaissent pas nécessairement pas degré déatoissdonction a effet de borsort ordonne
les mondmes par degré décroissant.

P = expand ((x-y)2 +3 *X - Z);
2 2
P=x -2xy+y +3x-12

indets (P);

x, z, y}
v := indets (P) [1];

vV = X
Icoeff (P, v);

1
coeff (P, v, 0);
2

y -z

sort (P);
2 2

X -2Xxy+y +3x-12

La fonctioncoeffspermet d’obtenir la séquence des coefficients d'un patymdlLes coeffi-
cients ne sont pas triés du tout. Pour obtenir la correspprmalavec les termes (les mondmes), on
utilise un troisieme parametre qui recoit la séqueretdrmes rangés dans le méme ordre que les
coefficients. La fonctiorzip permet d’appliquer une fonction binaire a tous les élésee deux
listes.

P = 3%*x3 -7 *x2 - 11 *x + 237,
3 2
P =3x -7x -11 x + 237

koeffs := [ coeffs (P, x, 'termes’) |;
koeffs := [237, -11, -7, 3]

termes = [ termes ],
2 3
termes = [1, X, X , X ]

zip ( proc (x,y) [x,y] end, koeffs, termes );

2 3
237, 11, [-11, x|, [-7, x 1, [3, X ]]
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6.5 Structures de contble

6.5.1 Les boucles for

Voici plusieurs bouclefor qui affectent toutes a une variatfida somme de tous les éléments
d’'une listeL.

S =0

for n from 1 to nops (L) do
S = S + L[n]

od;

S =0

for n from nops (L) to 1 by -1 do
S = S + L[n]

od;

S =0

for x in L do
S =S +x

od;

Définition 35 (invariant de boucldor)
Un invariant de boucldor est une propite vraie au @but de chaqueération.

La propriété« m est le plus grand des éléments bel'indice strictement inférieur & » est
un invariant de la boucle de I'exemple de la fonctimaximumci—dessous. La boucle s’arréte
a la fin de l'itérationk = nops(L) et donc en quelque sorte au début de l'itératidiictive »

k = nops(L) + 1. D’apres l'invariant;n contient le plus grand élément de

6.5.2 La structure if

Voici une implantation d’une fonction définie par morceaux

f = proc (x)
local resultat;
if x <= 0 then
resultat ;= 0
elif x <= 2 then
resultat := x
else
resultat ;= x2 - 2
fi;
resultat
end;

La fonction suivante retourne le plus grand éléement dliste de nombres.
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maximum := proc (L)
local m, k;
m = L [1];
for k from 2 to nops (L) do
if m < L [K] then
m = L [K]
fi
od;
m
end,

6.5.3 La boucle while

La bouclewhile suivante affecte a une variabfda somme des éléments d’une liste.

S =0

n = 1,

while n <= nops (L) do
S =S + Ln|;
n = n+l

od;

La fonction suivante est paramétrée par un objaetne listel et retourndrue si x appartient
a L etfalsesinon.

appartient := proc (x, L)
local k, trouve;
trouve := false;
k = 1,
while k <= nops (L) and not trouve do
if x = L[K] then
trouve := true

od;
trouve
end

Définition 36 (invariant de boucle while)
Un invariant de bouclevhile est une prop@te vraiea chaque fois que la condition duhile

estévallee.

En particulier, un invariant de bouakéhile est vrai lorsque la condition s’évalue faux, c’est—
a—dire quand la boucle s’arréte. La propriéteouvevautvrai si et seulement st est égal a I'un
des éléments dé d'indice strictement inférieur & » est un invariant de la boucle de la fonction

appartientci—dessus.
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6.6 Elements d’algtbre de Boole

En termes mathématiques, les conditions apparaissastielanif » et les« while » sont des
expressionookennesdu nom du mathématicien George Boole.

FIG. 6.1 — George Boole (1815-1864) et Augustus De Morgan (1B8BH).

Définition 37 Uneexpression booléenrest une expression quiés/alue ernvrai ou faux
Les valeursrrai etfauxse notentrue etfalseen MAPLE. Par exemple,
x>3, (x>3et 3x#£2), xestunnombre pair
sont des expressions booléennes. Par contre
x + 7, lamoitié d'un nombre pair

ne sont pas des expressions booléennes. Les opérdateurs=, #, >, > sont appeléspérateurs
relationnels lls servent a construire des expressions booléen@éesegltaires. lls sont notés en
MAPLE <=, <, =, <>, >=et>. Les opérateurst, ou, nonsont appeléspérateurs logiques

lls servent a construire des expressions booléenneslicuées a partir d’expressions booléennes
élémentaires. lIs sont notéad, or etnoten MAPLE. Voici leur table de vérité :

and | vrai faux or |vrai faux not |
vrai | vrai faux vral | vrai vrai vrai | faux
faux | faux faux faux | vrai faux faux | vrai

Les trois opérateurs logiques décrits ci—-dessus sestdédr ledois de De Morgandu nom du
mathématicien Augustus De Morgan.

Proposition 38 (lois de De Morgan)
Quelles que soient les expressions keoines: eth on a

non(a etb) = (nona) ou(nonbd)
non(aoub) = (nona)et(nonbd)
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Exemple. Reprenons I'exemple de la fonctiappartient On cherche, en effectuant une boucle,
si un élément appartient a une liste. La boucle s’asete

k dépasse le nombre d’élémentsideu le booléerrouvevautvrai.

La condition duwhile est la négation de I'expression booléenne ci—dessiessBlbtient grace aux
lois de De Morgan : les calculs continuent tant que

k ne dépasse pas le nombre d’élements @ le booléerirouvevautfaux

Remarque. L'opérateur logiqueandde MAPLE n’évalue pas son second opérande si le premier
s’évalue erfaux Cette particularité permet d’écrire la fonctiappartientde la facon suivante.

appartient := proc (x, L)

local k;

k = 1;

while k <= nops (L) and x <> L[k] do
k =k +1

od;

evalb (k <= nops (L))

end

Cette écriture aurait été incorrecte dans la cas dhdevaluant systématiquement tous ses opérandes
puisque la fonction aurait cherché a détermihgt] pourk > nops(L).

6.7 Le paquetage LinearAlgebra

Le paquetagéinearAlgebrapermet de faire de l'algebre linéaire en MAPLE. Le contéeleu
ce paquetage n’'est pas immédiatement disponible au |antete MAPLE. La commandeith
permet de le charger en mémoire.

with (LinearAlgebra):

Matrix (2,3);
[0 0 0]
[ ]
[0 0 0]
Vector[column] (3);
(0]
[]
(0]
[]
(0]
Vector[row] (4);
[0, 0, O, O]
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Le paquetagéinearAlgebraoffre une notation alternative permettant de définir detrines et
des vecteurs. L'opérateuvirgule » permet d’ajouter des lignes a une matrice. L opératcuarre
verticale» permet d’ajouter des colonnes (penser a la notation ioaditlle utilisée pour border
une matrice avec un vecteur).

# Les el ements sont ajout es les uns apr es les autres en formant a
# chaque fois une nouvelle ligne : on obtient un vecteur colon ne.
<1,2,3>;

(1]

[]

(2]

[]

(3]
# Les el ements sont ajout es les uns apr es les autres en formant a
# chaque fois une nouvelle colonne : on obtient un vecteur lig ne.
<1]2|3>;

[1, 2, 3]

# L'op erateur , permet de border une matrice avec un vecteur ligne
M := <<1]2|3>, <4|5|6>>;

1 2 3]
M = ]
[4 5 6]
W = <7|8|9>;
W = [7, 8, 9]
<M, W>;
[1 2 3]
[ ]
4 5 6]
[ ]
[7 8 9]
# L'op erateur | permet de border une matrice avec un vecteur colonn e
W = <10, 11>;
(10]
W=1[ ]
(11]

<M | W>;
[1 2 3 10]

[ ]
[4 5 6 11]

L'opérateur« + » permet d’additionner deux matrices. L'opérateur » permet de multiplier une
matrice par un scalaire. L'opérateur» permet de multiplier deux matrices entre elles. L'oparate
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« accent circonflexe permet d’€lever une matrice a une certaine puissancaguerl’exposant
vaut —1 on obtient I'inverse de la matrice. Il est souvent utile engrammation de pouvoir
déterminer les dimensions d’une matrice ou d’accédeesa&@éments a partir de leurs indices

de ligne et de colonne.

Dimension (M);

2, 3

RowDimension (M);

2
ColumnDimension (M);

3
# Element ligne 1 et colonne 3.
M [1,3];

3

FIG. 6.2 — Carl Friedrich Gauss (1777-1855) en 1803.

L'algorithme du pivot de Gauss est accessible de plusiagens dans le paquetage. L'algo-
rithme de base est implanté sous le nGaussianEliminationSa variante, dite de Gauss—Jordan,
est implantée sous le noReducedRowEchelonForidne des principales applications du pivot
de Gauss est la résolution de systemes d’equatioraiiese Les fonctions décrites ci—dessus sont
donc implicitement appelées par la fonctidnearSolvequ’on présente sur I'exemple ci—dessous :

# Le syst eme d'equations a resoudre

S = 2 *x1 - X2 + 4 *x3 = -2,
2*x1 + 2*xx2 - 3 *x3 = 3,
4xx1 - x2 + 8 *x3 =11

# La liste des inconnues
X = [x1, x2, x3]:
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# GenerateMatrix retourne une s equence form ee de la

# matrice des coefficients de S suivie du vecteur des seconds membres.
# L'ordre des inconnues dans la liste X donne l'ordre des colo nnes

#

dans la matrice des coefficients.

Observer la technique utilis ee pour affecter la s equence r esultat de
'appel de fonction aux deux variable A et b.

H* H*

A, b := GenerateMatrix (S, X);

[ 2 -1 4] [-2]
[ 1 [ 1]
A b= [2 2 -3], [ 3]
[ I [ ]
[ 4 -1 8 [1]
# Ab s’obtient en bordant A avec b.
Ab = <A | b>;
[ 2 -1 4 -2]
[ ]
Ab := [-2 2 -3 3]
[ ]
[ 4 -1 8 1]
# LinearSolve retourne la solution du syst eme.
V := LinearSolve (Ab);
[19/2]
[ ]
V=15 ]

# A chaque variable X[i] correspond la valeur V[i]

subs (seq (X[i]=VI[i], i=1..3), S);
[2 =-2 3=3 1=1]
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base de Grobner sous forme résolue, 49 dichotomie, 34
Berlekamp, Elwyn Ralph, 20 Dickson, Leonard Eugene, 59
Bézout, Etienne, 17 diff, 86
boite, 33 Digits, 75, 81
Boole, George, 93 Dimension 96
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borne de Landau et Mignotte, 70
bornesep 21 élimination, 46
Buchberger, Bruno, 5, 35, 42 ensemble, 88

équation aux abscisses, 47
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erreur de méthode/d’arrondi, 76 if, 91
error, 67, 83 igcdex 63
Euclide, 17 implantation, 83
évaluer une expression, 86 indets 90
évaluer une fonction, 86 intervalle, 20, 28
exemple, 30, 57 invariant de boucle de while, 92
existence d’'une solution, 44 invariant de boucle for, 91
expand 89 inverse, 15
expression, 86 iprimpart, 71
iquo, 63

facteur carré, 20

., ) irem, 63
facteur irréductible, 19

isolation de racine, 20

facteur irréductible simple, 19 isomorphisme d’anneaux, 66
factor, 20
factorisation complete, 19, 20 Jacobian 79
falsg 93 jacobienne, 78
Faugere, Jean—Charles, 6
fleche, 86 Landau, Edmund George Hermann, 70
fonction, 83, 86 Icoeff 90
for, 75, 91 leadterm 40_
forme normale, 41, 50 lemme de Dickson, 59

Ihs, 88
Gauss, Carl Friedrich, 96 LinearAlgebra 79, 94
GaussianElimination96 LinearSolve79, 96
GB, 6, 13, 35 liste, 87
gbasis 43 local, 84
Gced 69 logique (opérateur), 93
ggg’e%;SlS malchanceux, 68, 72
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Grobner, Wolfgang, 42 Matu_asewc, Yuri, 5
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guillemet, 83 Matrix, 94
H,70 maxnorm 70, 71
Hansen, Eldon, 28 méthode de Newton, 7
hauteur, 70 Mignotte, Maurice, 22, 70
Hilbert, David, 5, 48 mod 69, 71
homomorphisme d’anneaux, 66 modp 65

mods 65, 71
| (le nombre imaginaire), 82 modulo, 62
icontent 71 monéme, 38

99



morphisme d’anneaux, 66, 68
morphisme inverse, 66

mot machine, 72

mul, 88

multiplicité d’un facteur, 19
multiplicité d’'une racine, 19

Newton, Isaac, 74
nextprime 71

nombre fini de solutions, 48
nops 87

normalf, 43

not, 93

NULL, 87

op, 87

or, 93

ordre admissible, 38

ordre d’'une méthode numérique, 76
ordre du degré, 38

ordre lexicographique, 38

ordre lexicographique par blocs, 39

parametre effectif, 83
parametre formel, 83, 84
partie primitive, 71
pgcd, 7, 16

pgcd, définition générale, 63
pgcds dan&[z| etQ][z], 69
Pi, 82

T, 82

pivot de Gauss, 4, 96

pivot de Gauss—Jordan, 96
plex 40

polyndme, 38

polyndme irréductible, 19, 41
primitif, 71

probleme direct, 8, 11
probleme inverse, 8, 11
proc, 83

procédure, 83

guadratique, 76, 79
quo, 16

quote, 82, 84

Rabinovitch, A., 45

racine, 19

racine double, 76

racine simple, 76

raffinement d’une factorisation, 19
rationnel, 66

realroot, 28
ReducedRowEchelonFor®6
réduction, 40

regle de réécriture, 39

regle de réécriture en conflit, 50
regle des signes, 25

relationnel (opérateur), 93

rem 16

remonter un nombre modulaire, 67, 71
représentant canonique, 65
représentant positif, 65
représentant signé, 65
résoudre par radicaux, 4, 15
résoudre un conflit, 50

return, 83

rhs, 88

robot parallele, 10

robot planaire, 8

Rouillier, Fabrice, 6
RowDimension96

RS, 6, 14

S—polyndéme, 50

seq 87

séquence, 87

simplify, 77, 82
solution, 36, 37

solve 88

sort, 90

spécification, 83

sqrt, 81

subs 77, 86

symbole, 82

systeme de réécriture, 39
systeme équivalent, 35
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terme, 38

terme de téte, 39

terme irréductible, 41, 61
théoreme chinois, 65, 72
théoreme d’élimination, 46
théoreme de d’Alembert, 19
théoreme des zéros, 48
truc de Rabinovitch, 45
true, 93

unapply 86
unicité, 43
Uspensky, James Victor, 20

variable, 82

variable globale, 83
variable locale, 83

variable locale exportée, 85
vecteur, 96

Vector, 94
VectorCalculus79

Vincent, A. J. H., 20

virgule flottante, 81

Wang, Paul Shyh—Horng, 67
while, 92
with, 94

Zassenhaus, Hans Julius, 20
zip, 87, 90
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