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�� ����� �RH ����� 	����� pk ����� �������
��
� ���� pk �� gk � ihk� �+����
���  �� � � z � x� iy�
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"���!����  �� �������� 	���	���
�� ����� 
 ��� �����
6����
��-�	
�	� �� ���
���� 
�� ���� �������
��  ��
���

g� �� an�

h� �� bn

� �� k � � ����� k �� n

gk �� an�k � x � gk�� � y � hk���

hk �� bn�k � y � gk�� � x � hk���

�� #� ����� �
� �
�� ���
��� p��z � ��� �iz� � 	iz� � �z �
��� �i � �� �� z � 	 � �i�

�� #� ����� �
� �
�� ���
��� p��z � z����� �	iz�� ����
	�iz� � ���� �	iz� � �	�� ��iz � ���i � �� �� z � � � i�

	� 6��	�������� ���	���� ����	�� �� ��

��� �������� ����

��� p�z � �������� �����  ��� a � bi �� ����� ���
��
p�z � a� ib�

�� #������������ ���	����� ��	� � � �� ����� p�z � 	 � �i�
��� p�z 
 ���
�� �� ��	� ��

�� #������������ ���	����� ��	� � � �� ����� p�z � � � i�
��� p�z 
 ���
�� �� ��	� ��
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�� ������ �	��� �� ���
�� �
��	������

��� ���
��� &��
�	�
!��

�� .��������� �
��	������ &��	�
!� �� 
���!��
�� ����

��� p�x � R�x� �����
� 
� ���� 	� �������  �� p�� � ���
p�� � 	 � p�� � ���

�� +������ ���
�� p�x �Z���x�� ������  �� p�� � � �mod ���
p�� � � �mod �� � p�� � � �mod ���

�� "���!����  ��

X
��i�n��

Li�x � �

�� ���� x�
�� "���� a�� a�� � � � � an�� 
 	��� 
�� ����
�� ��� J � �

����� b�� b�� � � � � bn�� �	�
���!�� J � "���� p�x 
 ���
��
�� J �x�� deg�p�x� � n� ������  �� p�ai � bi� � � i � n � ��
"���!����  �� p�x � b� � �x � a�q�x �� 
�����	��� ���
�
��� q�x �� J �x�� �������  �� deg�q�x� � n � �� 4���
	��
� �
� �
�� ���
��� q�x � �� ��� a�� a�� � � � � an��� '���
���� 	���	���
�� �	�����	� �� ���
�� p�x� .���������
��� �	�����	��  ���� ����
��� �
��	������ � ��	� � � 	�

�� �%����	
�� �
��	������� 6��	�������� ���	��� �� ���
 ���
�� ���
��� p�x� y � J �x� y�� J 
 ���� ��� �����
�
���
��� p�x� y �� y ��
��� n �

p�x� ai � bi�x� i � �� 	� � � �� n�

�� 	��� 
�� ai � J � bi�x � J �x�� "���!����  �� ���
��
p�x� y ��	����
 ��
��
� 
��

a� :�� "	�����!����  �� ���	���� � ��� J ����
����
�� �� �	��� O�� �  �� �����
� ���
���� bi�x ��
���
m� i � �� 	� � � � � n�  ��� 	��
� �	��� �� ���
�� ������
���	���� �� ��	��
�� m � n�

b� #� ����� ���
�� p�x� y �Z���x� y�� ������  ��

p�x� � � x� � ��

p�x� � � x� � 	x� ��

p�x� 	 � x� � ��
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�����	
�� �
��	������� 6��	�������� ���	��� ��
�� ���
�� ���
��� p�x�� x�� � � � � xr � J �x�� x�� � � � � xr�� J 

���� ��� �����
� ���
��� p�x�� x�� � � � � xr �� xr ��
��� n �

p�x�� x�� � � � � xr��� ai � bi�x�� x�� � � � � xr��� i � �� 	� � � � � n�

�� 	��� 
�� ai � J � bi�x�� x�� � � � � xr�� �
J �x�� x�� � � � � xr���� "���!����  �� ���
�� p�x�� x�� � � � � xr
��	����
 ��
��
� 
�� ,��� ����� �	���������  �� ���	����
� ��� J ����
����� �� �	��� O�� �  �� �����
� ���
��
��� bi�x�� x�� � � � � xr�� ��
��� n� i � �� 	� � � � � n� ���
��� �	���
�� ���
�� ������ ���	�����

��&*�� �����

�� "���!����  �� p��x � p��x ����� � ����� ������ �����
m�xj�p��x � p��x� ��	������ ��
���
�� �������
�
����

� J �x�� J 
 ����

�� 8���	���� ������������� ���	��� ������
�� .������� ����� 0��� ���
�� �
� �
����
��	������1� 	���

	�������� ���	��� �� �������� ���
�� ���� ���
���� 
��
����� ���� ��� p��xjp��x� �� ����	�����  ���
��� � �	�����

�� �� �� ����	!�������  �� p��x 
� ���� p��x� �*������
�
8���� ��������

� ���  �� ��� deg�p��x� � n � deg�p��x� � m�
m � n � �� �� ��  ���
��� q�x �� ����� deg�q�x� � m � n�
7���� ��	����� ��� �����
� ���
���� ��� �

��� �
��	���
������ 
� 	��
� m � n� �� �� ��!�� ����	!�����  �� p��x

� ���� p��x��

�� a� 4��� 	��
� �	��� �� ���
�� ���	����� 	��	�����

��
�� � ��	� ��

b� "���!���� ��� ��� �

�� ���	��� �� ����� �	��
��
���
�� p��x�p��x 
�� Z���x� ��

p��x � �x� � � p
x � x� � �x� ��

p��x � �x� � � p
x � x� � �x� ��

�� 6��	�������� ���	���� �
���� 
�� ���	���� ��	� � ��
�������� ���
�� 
�� Z� 	������ ������ � ������� ��������
���
���� ����� 
�� Zp �� p � 	��

�� 4��� 	��
� �	��� �� ���
�� ���	���� 0��� ���
�� �
� �
���
�
��	������1 �� ���
�����
��� ��
�!�
�� 
�� Z�x��
	��	�����

��� � ���� 	������ ���� ������� �	����������
�� ���
� 
�� ��
� ���	���� ���
�	
�� �� 
�����
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�� %��� � ���
�� x� � x � � ���
�� x� � � 
�� �����
 ������

�� +������ ��� m ������  �� x��� ���� x��x��x���� �Zm�x��
�� #� ����� 
�������� ����� ������ ���
���� p��x �

x� � �x� � � p��x � �x� � � 
�� ��������

���  ������
�� # ��	� � 	���� 	�	�	�� ��	����� �����Z�i� ��������� ����

 ���� 
����
���  �� ��� z � x� iy 
 �����  ���� x� y �Z�
�� ��� 
�	�� 	��
� n�z � x��y��� �x�iy�x�iy�� "���!����
 ��Z�i� 
 �������� �������

��&*�� �����

�� �;��
�� �	��� �� ���
�����
�� ���	����������
"���� c�x � d�x 
 ��� ���
��� 
�� ����� �	� �� deg�c�x� �
deg�d�x�� � ����� a��x� a��x� � � � 
 ���
���� ��� �������
���  ���
�� �	� �	���
�
�� ���	���� :����� � c�x � d�x�
�	��� ����� ����� p��x � q���x � � � p���x � q��x � �� )�
����� ���������  �� ���������� �	��� pn�x�qn�x �� ���
��
�	��� �a��x� a��x� � � � � ���� 0� ���1 �	���!�
�� 
�����
�����
�� �� 	����
��
�� ��
���� d�x�c�x� ��� ��������
��� �	��� ��	�������� �
���� 
� ����� ��� �
� ��	����
���� � 	���� 	�	��� �4������ ������ ��� 	�� ������	���
����

%���!����  �� ��� p�x � q�x 
 ��� ���
���� ���
����  �� deg�q�x� � deg�qn�x� � deg�p�xc�x � q�xd�x� �
deg�pn���xc�x� qn���xd�x� �� 
�����	��� n � �� �� p�x �
cpn���x � q�x � cqn���x �� 
�����	�� ��
���
�� c� ���
!��� qn�x 
 0� ���1 ���
�� � ��� ������  �� 
� ��
������ 
�
������ ���
��� q�x ��
���� �����
� 
���� ���
���	��� ���
�� p�x ����  ���� �����
� ���
��� p�xc�x�
q�xd�x 
� �	��������� �����
� pn�xc�x�qn�xd�x� �*�����
��
� #������������ ���	����� XEA�P� ��� ���!� �Knuth�
����� p� �		��

�� %���!����  �� ��� p��x� p��x� p��x � J �x�� J 
 ����
gcd�p��x� p��x� � � � p��xjp��x� �� gcd�p��x� p��x� � ��

�� %���!����  �� ��� p��x� p��x� p��x � J �x�� J 
 ����
gcd�p��x� p��x� � �� �� gcd�p��xp��x� p��x� � gcd�p��x� p��x��

�� a� "	���
��� ���	��� XEA�P � ���
���� x��� � x���
�Z��x��

b� 6����� �Q�x��	��
�
�� p�x�x���x�	�q�x�x��x�� �
��
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c� # Q�x� 
������ gcd ���
���� x�� � � � x � �� �*�����
��
� #������������ ��!������� xm � � �mod xn � � �
xm 
mod n� � ���

�� .��������� ���	��� XEA�P�  ���� 
���� gcd�p��x� p��x�
�� p��x� p��x �Zp�x� � ��!��� �� �������� �	���	��� #
��!��� �� �� �� ����� ��������������� ���
��� g�x �
f�x� ������  �� gcd�p��x� p��x� � p��xg�x � p��xf�x�

a� p��x � x� � x� �� p��x � x� � x� � �� p � � � p � 	�

b� p��x � x� � x� � x� �� p��x � x� � x� � x� � �� p � 	
� p � ��

c� p��x � x� � x� � x� � x� �� p��x � x� � x� � x� � x� �
�� p � ��

d� p��x � x� � x� � x� � x� � x� �� p��x � x� � x� � x� �
�� p � � � p � ��

��&*�� �����

�� %���!����  �� � R�x� 
�� 
��	�������� ���
���� 
� ��
��
�����
� �  �� � C �x� 
�� 
��	�������� ���
���� �����
� 	�

�� .�����
��  �� � ���
��� p�x � x��	x��x�	 ���� ��	
� �i
� �i� 	���!��� p�x � �	�������
�� 
��	�������� ���
����
� Z�x��

�� +������� ��� �
� ����������� ��� ���
�!���� �����
� � �
Z�x� �������� ���
�����

a� x� � 	x� � �x� ��

b� �x� � �x� � �x� � �x� ���
�� %���!����  �� ��� ���
�� p�x � Z�x� 
�	��	���
� �� �


�	�������
�
�� "���!����  �� ���  ��� r � Q �������  �� ���
��� r � p�x

� p�x ��� �	������
�� �� r � ���
�� /������ � ���
�� p�x � 	x����x���x��� 
��	��������

� Z�x��
	� "���!����  �� ��� p 
 �	�����  ���� �� ���
�� xn � p


��	������ � Q�x��
�� '�	������� ����� �� �������� ���
���� 
��	������� �
Q�x��

a� x� � ��

b� x	 � ��x� � ��x� 		�

c� x� � x� � x� � x� ��

d� x� � �x� � �x� ��

e� x� � x� � 	x� ��
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�� "	���
��� ���	���PSQFF �� �� ���
�� 	���!�
�� ���
�
��� p�x � x�����x������x������x���	�	�x��	����x��
����� 
� ������
�� �� ����	���� �
�!����� �*������
� %�
�

�� ���
�� 
 �	�������
�� ���
���� x� �� x��� �x� 	��
�x� 	�� �x � ��� �x� ����

�� #� ����� 	���!�
�� 
� ������
�� �� ����	���� �
�!����
�������� ���
�����

a� x� � x� � �x� � 	x� � �x� � x� 	�

b� x� � �x� � �x� � �x� � �x� 	�

c� x� � 	x� � 	x� � �x� � x� 	�

d� x� � 	x� � �x� � �x� � �x� � �x� ��

e� x� � �x� � �	x� � �x� � �x� � �	x� ��

f� x	 � ��x� � ��x� � ���x� � �	�x� � ���x� � ��	x � ����
�/�
�� ����
��	���� 	��� �� ��!�� 	���!�
��� 
�

��	�������� �
�!���� � 	���!�
��� 
� ������
��
�� ����	���� �
�!�����

�� %� ��!���� �	������ p 
������ ��� 
�� �� ��
���
�� ���
�
�� p�x 
�� Zp ������  �� p��x � ��

�� %���!����  �� ��� p�x 
 ���
�� �� F �x�� ��� F 
 ���� ���
��	!������ � ��� �������
��  ���� �� p�x 
� ����� �	���

�� �
�!����� ����� � ����� ������ ����� gcd�p�x� p��x� �
��

�� .�������� �������� ���
��� 
� �	��
�� ���
�!���� �
Q�x��

a� x� � �x� � ��

b� x� � 	x� � x� 	�
�� %���!����  �� ���
�� p�x ����� �	��
�� ���
�!���� �
Q�x� ����� � ����� ������ ����� p�x ����� �	��
�� ���
��
!���� � C �x��

��&*�� �����

�� ������ ��	���� 
�
����� ����
��� ��� GF ���
�� %���!��� ���	��� ������
�� "���� p 
 �	�����  ���� ����!����  �� xp

m�x ���� xp
n�x

� Zp�x� ����� � ����� ������ ����� m ���� n�
�� "���!����  �� ��� a � GF �q � ar � �� �� ad � �� ��� d �

gcd�r� q� ���
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�� "���� m�x � x� � �� 
������ �	������
�� ��	�
� � ���
Z��x�m
x�� +������ ���!� ��
����
�� ���
�� ����
�� �
� Z��x��

�� %���!��� ���	��� �������
	� +������ ��� 
��	�������� ���
�!���� ���
��� x� � x �
Z��x��

�� 7��	��� ����� ����	!�����  �� � ��!���� ��
� 
��� ��� Fq
���� ��	�������� "���!����  �� ��� a 
 ��	������� ���
Fq� �� aj ���!� ������� ��	������� ����� � ����� ������
����� gcd�j� q � � � �� #  ���
����� ������� ����� ��q � �
	��� 
�� ��	������� ��� Fq�

�� ��� �� ����� 
����	������

� ��	�� ���	���� ������ 
����
!��
�� ��	������� � ��
� 
�� ��� Fq ���
� ������� ��
	���!�
��  ��� p � �� "���!����  �� ���������� �������
�����
���� �	�����  ��� p� ������  �� ��	���
���� �����  ��
�� ��
�� 
�
����� ����
� a � Fp ������� ��	��������
��	������ � 
��� �*������
� #������������ ���������
�������� �a ���	���� %�	��� � �	�����  ���� � �	���
���� ����� �	��	������ ����	�� ����	!�����  �� ��� n � k
�����
� �	����� �� ���������� �����
� 
� �
��� �	�����  ��
��� ����	�� � k �mod n� �b �	�������� ��	� �� ������ ��
����� ������  �� ��
���
��  ��� ���� 
�
����� ����
�
���� ��������� ��	��������� �  ��� 
�
����� ����
���
	��
� ��p� ���p� � �

Q
��� ��d� ��� �	�������
�� ��	����

�� ���� dj�p� �� �c
Q

����� ��d ��	������ � �����
� 
�����
����� �	�������
�� ��	���� �� ���� �	�����  �����

�
� .��������� ���	��� ����	��  ���� ���������  �� ��� r
 �	��
����  ���� �� ���������� �pr�p�r 	��� 
�� 
�	��	���

��

��	�������� ���
���� �����
� r� �,��� ����� 	�������
��� �
 � 	���� ��	�	� 8�������  �� �� ���� ���	��� *�	��
�pr � p�r 
 ����  ����

��� "	�����!���  �� r 
 �����
� �	������  ��� f � +������
�	����� ��	��� ��  ��� 
�	��	���

�� 
��	��������
���
���� �����
� r 
�� Fp�

��� %���!����  �� �	��
�
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� ������� �� n�

&������
	����� "���� c 
 �	������
�� �����	���
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��	����
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�
n
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�
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��� �� ���
���� ������������� ���	��� ��	��� ������� �� ����
������  �� �	������
�� ���
���� 
� ���������� ��
���
���� 
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��!�� ���� ��!������

� 	��
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��� ��� ��	����	������ ����
��� ���������
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��� "���� ����	� ������ J ����� �	��
���� ��	����	������ p� � 	������	�� ���
�� p�x � cnx

n� � � �� c��
7���� �	������
�� p��x � ncnx

n���� � ��c� 	��
� 
�� ����� � ����
�� ������ ����� ici � � �� ��!���� i�  �� ����� ����� ����� � �����
������ ����� pji �� ci � � �� ��!���� i� "������ p��x � � ��

�����	��� ���
��� p�x �� � ����� � ��	�� ������ ����� p�x �
������ �� xp� (�	������� �������� ������
�� ���	��� ��	����

������� ������ "���� J 
 ������ � ��
��
� 
�� 	���!�
��
�� 
� �
�!���� �	������
�� ��	����	������ � p�x 
 
� ����
������ ��
���
��� �	������
�� ���
�� 
�� J � "���� p�x �
�p��x�e� �p��x�e� � � � �pn�x�en 
 ��
��
� 
�� 	���!�
�� p�x 
� 
��
�	�������� �
�!����� � ����� �i � �� ��� eip�i�x � �� � �	����
��
�� �� ����� �i � �� ������� eip�i�x � � ����� ����� ����� � �����
������ ����� p�i�x � � �� ��	����	������ ������ J ���� ei�� 7����

gcd�p�x� p��x� � �p��x�

e����� � � � �pn�x�


en��n��

&������
	����� %������������ ��� ����� 
������� ���������
���� ������������� ���	��� ��	���� �

"	�����!�� ����	��  �� ��	����	������ ������ J 	��
� p� �
����� p�x � �p��x�e� �p��x�e� � � � �pn�x�en � J �x�� "���� e � max�e�� � � � � en�
� �� � � i � e ���!��

si�x �

� Q
pj�x � ej � i � p�j�x �� �� ��� p 
� ���� i�

� � �	����
�� �� ��

�

s�x �
Y
f�pj�x�ej � pjej �� p�j�x � �g�

7����

p�x � fs��x�s��x�� � � � �se�x�egs�x�
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� ������

p�x

gcd�p�x� p��x�
� s��xs��x � � � se�x�
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� ���!� �������� � ��
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�� p�x 
� ������
�� �� ����
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� �	������ � ���	���� ��
��� 	���!�
���
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�� 
� �������

�� �� ����	���� �
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� � � � �

�
p

p��

�
������ 
�
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p�x � cnx
n � cn��x

n�� � � � �� c��
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�p�x�p � �cnx
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 ��	�������
������ ��
����� �%	���� �	���	�� ������������
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x�� �mod p�x� �� 
���
��� �����
�� �	��������� x� �mod p�x��
' ����
��  �� 
�� 
�!
� 
�� ����� ����	� �� ����� xk�� �mod p�x��
��� ������
� xk �mod p�x�� 
�!� �� �	������� ����� �	�����	�
������ �����

"���� p�x � xn � cn��x
n�� � � � �� c�x� c�� � �	�����!���  ��

xk � rk�n��x
n�� � � � �� rk��x� rk�� �mod p�x��

�����

xk�� �rk�n��x
n � � � �� rk��x

� � rk��x

�rk�n����cn��x
n�� � � � � � c�x� c� � rk�n��x

n���

� � �� rk��x
� � rk��x

�rk���n��x
n�� � � � �� rk����x� rk���� �mod p�x��
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2�� �	����� 	���		�
�
�� ��	��� �������� ��� ������� �	��� ���
 ����� x� x�� x�� � � � � xk �mod p�x�� #� ���
�� ����� ���� �����

�
� � ���������
��� ��
���	
��� ������� �rn��� � � � � r�� r�� ���
���!��� � ���� t �� rn��� rn�� �� �rn�� � tcn�� �mod p� � � � �
r� �� �r� � tc� �mod p � r� �� ��tc� �mod p� 7���� ��	����� ���
������ �	�������� �� ����� �� �� 
����� �	���	�� �� ��� ���
�������� �������

k rk�� rk�� rk�� rk��

� � � � �

� � � � �

	 � � � �
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� 	 	 � �

� � �� 	 ��

� � � � �

� �� � � �

� � � �� �

�� � 	 � �

�� 	 � � �

�	 � �	 � ��

�� � � � �	

7���� ��	����� ���	�� ��	��� Q 	��
� ��	� �� �� �� $
���� 
� ��
��	������ x�� �mod p�x�� x� �mod p�x� �� 
���
���

Q �

�
��

� � � �
�	 � � �
�	 � � �	
� � � �

�
�� � Q� I �

�
��

� � � �
�	 �	 � �
�	 � � �	
� � � �

�
�� �

:�� p 
 ������  ���� �� �� ��!�� ��� ��� ���
��� xk

�mod p�x� ���� ��������
�� ���������  �� �����

�� � �B���
� ���

�� ��� �
� �
�� ����� ���� ��� �
� �� O�log�p� ���	����
�������
�� � ����	�� mod p�x� ���� ��	����� �� xk �mod p�x� �
x�k �mod p�x�� '��	���� �������
�� � ����	�� �	��
����
� ����
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�� xi �mod p�x� �� i � n� n� �� � � � � 	n� 	� .���� ���

xk �mod p�x� � cn��x
n�� � � � �� c�x� c��

��

x�k �mod p�x� � �c�n��x
�n�� � � � �� �c�c� � c�c�x� c��� �mod p�x��

��� �����
� x�n��� � � � � xn ����� ���� ����
�
� ���
����� �� �����

����
�� ������� 7���� ��	���� �� �� ����� xp �mod p�x��
���	�� ��	��� ���	��� Q� 4���� ��� ��� �����
�� ��	��� ���
�	��� Q� �� ��!�� �� ����� x�p �mod p�x�� x�p �mod p�x�� � � � �
�	���� �����������
� ��
�!�� 
� xp �mod p�x� �
���� 
� �����
��� �� �������� � ����	�� mod p�x�

2��� ����	������ ��� � ���	���� ,�	�������

(������� ��� ���	����BA �	����� 
���!��
�� 
����	���	�
����
���	��� Q � I� # ����� �� �� ����� M 
 ���	��� 	����	� n � n

�� ����� 	�
� n � r ����	�� 
�� 
�!
� ��	������� �	��� ���
��� �	�����!���  �� �� ����� 
���� �
��
� 
���������� �����	�
fb��b�� � � � �brg� ������  �� biM � 
� i � �� 	� � � � � r� $��	��� ����
�� ���
�� ��
���
 
� 
�����
���  �� ���� ������ ���	��� M
��!
� ���
�!��� 
� 
�
����� ��� �
� � ���� �	��
�� ��
��� ��
�� ������� ��!�� ���� �	�����
� � �	����� ������ ��� ����
�
��
	�
�� �� �����	�� fb��b�� � � � �brg� f8�������  �� ���
��� bi�x�
��������������� �����
�� �����	�� bi 
����	���	�
���� ���	���
Q� I� ���� ��� 	���
�� �	��
�
�� �t�x�p � t�x �mod p�x��g 7����
��	����� �� ����� �������� ���	��� �	�����
�� � �	�����
���
���� �Knuth� ����� Lidl et al�� �����

NS� $��	��� 
����	���	�
���� �Null�Space algorithm

�'��� )��	���M � �mij� � � i� j � n�� 	����	� n�n� ����
��
����	�� �	�
���!�� ����

��'��� &�
��
� 
���������� �����	� b��b�� � � � �br� ������  ��
biM � 
� i � �� 	� � � � � r� ��� n� r 
 	�
� ���	��� M�

�� �.
���������� ����� ��������"��!��� r �� � � c� �� c� ��
c� �� � � � �� cn�� �� ���

�� �-��
�� ���� %� h � �� �� � � � � n � � ����
��� f��� �����
������ ������ j� ������  �� mhj �� � � cj � �� j � �� �� � � � � n� ��
�� ����
��� �������� ���
�!��� ������ j ���	��� M 
�
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���mhj � ���  �� mhj ���
�� 	��
�� ��� ����� �	������� ��
��
!�

�� 
� mhi ������ j � ������ i �� ���� i �� j� 
���
���
���!��� cj �� h�� :�� 
� ���������� ������ j� �������  ��
mhj �� � � cj � �� j � �� �� 	� � � � � n��� �� ���!��� r �� r�� � ���
���� �����	 br � �br��� br��� � � � � br�n��� ��� �� j � �� �� � � � � n� �

br�j �

�����
����

mhk� ��� ck � j � �� ���� ck � � �� ����  ��

��
��� k� ����� #�� �� 
���

�� ��� j � h�

� � �	����
�� �� ��g�

"	���
�� �����

�� ���� �	�����	� � �� ���

�� ���� ���
�	��� M �� Q � I� ����
�� ����	�� �	�
���!�� ��� GF ����
�� �	������ � ��������� ������� ���
����  �� � ���	���� NS
��	��� � ������ ���	��� 
���	����� � �� � �
 � ��

"	� h � � �� ��� ��� 
� ������ �����	 b� � ��� �� �� �� �����
����������� ���
������
���
�� �� "	� h � � �� ��!�� �����
j 	��
�� �� �� 	 �� �� �������� ci � �� �� i � �� �� 	� �� ����	
��
����� �	������
� ���� �
 ����� 
� ��� ����� 
� ������
�����	�� )� ����	��� j � � �� �������� ������� ��	��
�� ���
� �
� �� ���

�� � 
� �� ����� �	���	�� ��� ��� ���m�� �
�����	 � ��	 � � �mod ��� ���	���� 
�� �������� �col� �� � � col��
col� �� col� � �	 � col�� col� �� col� � � � col�� col� �� col� � � � col�� ����
��

�� � �	�����

�� ���� ���	����� ��
��� ���	��� M 
� ���
�	��� �

��
� � � �
�� � � �
�	 � � �
� � � ��

�
�� �

#����

�� !�	
�� �	����� ����
� �� � ��	��� � � �����
�� � ��
� ����  �� c� � �� "	� h � 	 �� ��!�� ���	��� j � �
�� �������� �
���� 
�� ��	���� ����� �� ���� �
� �� ����� �
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�� �	����� ����
��� ������� ��
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���� �� 
���� ������� �	� h � � ���	��� ���� 
� ������ �����	
b� � ��� �� �� �� ��������������� ���
��� x� � �x� � �x�

.� ���� ���	��� M��� Q � I �	� h � � ��
��  �� �����	� b�
� b� ��������	��� �	��
�
�� biM � 
� "������� ����
�

��
���� �� ���
�� ��� ��� �
��
� 
���������� �����	�� ���
��
p�x ��!�
 ����� � �� 
���� ��� 
��	�������� ���
�!���� 
��
GF ���� ����	�� ��� ����� 
� ���� � ���	���� ,�	�������

+� ���� ����	������ ���� � ���	���� BA 
�� �	������� ���
��
��� 
���������� �� ���
�� 
�������� ����� �������� ��
����  ���� 
���� ��� ���
�!���� ���
��� p�x� ���� 
�� 
�!�

� �� ����� gcd�p�x� b��x � s� �� ��
' s � GF ���� ��� p�x �
x�� �x�� x�� 	x� � � b��x � x�� �x�� �x� #���
�� �� ���
���
������  �� ��� ���
�!���� ��� ����� �	� s � � � s � �� ����

s � � � gcd�p�x� b��x � �� � x� � �x� ��

s � � � gcd�p�x� b��x � �� � x� � �x� ���

"	���	��� �x���x���x���x��� � x���x��x��	x�� �mod ���

/�
��  �� ����� p ������ � �� ����� �� ����� 
�������� ���
��� ������ �� ���� s � GF �p� �� ��!
� ����
��� ��	���

�� ��5�� 	������ ��
��	 � ;����
���� �Cantor� Zassenhaus� ����
�	���!�� � ��� ������ �� ���
��� :�� t�x 
 �	�������

�� 	���
�� �	��
�
�� �B	 � p �
�
���� �� p�xjf�t�x�p � t�xg �
t�xf�t�x�
p������ �gf�t�x�
p������ �g� 2�� �	����������  �� �� ���
��� �� �����

gcdfp�x� �t�x�
p������ �g� �B�	

"	� ���� � 
�����	�� ��	���
����� �B�	 ������� 
��	�����
��
������� ���
��� p�x� %� ��	����
�� ���� ��	���
���� ���
������  �� �� gcdfp�x� �t�x�
p����� � � � �g � p�x �������  ��
gcdfp�x� �t�x�
p����� � � � �g � �� � �
� ��� ��	���
���� �����  ��
���
�� gcdfp�x� �t�x�
p������ �g �� gcdfp�x� �t�x�
p������ �g ���
��� 
��	�����
�� �������� 	��
�

�� prob�gcdfp�x� �t�x�
p������ �g � p�x

� prob�gcdfp�x� �t�x�
p������ �g � p�x�

�8�������  �� 
� ��!�� ��
��	���

� ���� gcdfp�x� �t�x�
p����� �
�g � � � gcdfp�x� �t�x�
p������ �g � �� �������� deg�t�x� � n�� 6��
��
���� gcdfp�x� �t�x�
p������ �g � p�x ����
����� ����� � �����
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p������ �g� � � j � r�  �� ����� ����� �����

� ����� ������ ����� s

p�����
j � � �mod p� � � j � r ���� �B��� )�

�
����  �� � �� 
���� �p � ��	 ����  ��� s � �
��	��� � � s � p
��������	��� �	��
�
�� s
p����� � � �mod p� :�� t�x 
 ���
�	�

�� �� ��
�� ��	���� 	���
�� �	��
�
�� �B	� ��� pr 	���
��
����	��� 	��
���	���
�� �� ��	���
���� �����  �� gcd � �B�	 ������
���� � ���
���� p�x� 	��
� ��p���	p�r� 7� !� ����� 	����!��
��
��	������� �� prob�gcdfp�x� �t�x�
p����� � �g � p�x� �� �����
��	����� ��	���
���� �����  �� 
��	�����
�� ������ ���
���
p�x ����� ��� �
 ����� �� ���
�� �B�	� 	��
� ��	��p���	p�r �
�� 	���	r � ��	 �� ���� r � 	 � p � ��

"������� ��� ����� p 
� ������ ���� ��� 
�� ���� 
 �����

��� �����
�� ��� ���	���� ,�	������ �������� �	�����	���
"��!�� t�x �� a�b��x � a�b��x � � � �� arbr�x� ��� ���������
��
ai ����	����� �� ��
�� ��	���� � �
��	��� � � ai � p� "����
p�x � w��x � � �wh�x 
 �������  ���� 
�� 	���!�
�� ���
���
p�x� ��� ��	��
� ��
� h 	��
� �� #� �����

gi�x � gcdfwi�x� �t�x�
p������ �g

�� ���� i� ������  �� deg�wi�x� � �� ���� ����� ����
��� wi�x

� gi�x�wi�x�gi�x� � ���� ����� �
� �
�� h �� ��� ��	� ���� 
�
����� 
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�� gcd� 2��� �	����� �� �����	��� �	�
	��� 
�� ����	� ���
���� t�x �� ��� ��	 ���� 
� ������
�� h � r�
%���� ����������  �������

���

��*;�� �mod p����&��+��!� *� ��&��+��!� ��* '��$�! "!�
#���!

# ���� 	����� �� 	������	��� ��� ���
��� 	���!�
�� mod p
�� 	���!�
�� 
�� �����  ������ � � ���� �	������ �� ����!���
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�	��	���
� 4������
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�� �
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� �
�!���� 
�� �����  ����� �  ��
p�x � p��xp��x� ����� �� ���	��� ��	��� p�x � p��xp��x �mod p
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p�x � ��	x� � ��x� � ��x� � ���x� ��

� ���x� � �x� ����x� � �x� � � Z�x��

"� ����� �� ���
�� p�x 	��������� ��������� ����������

p�x � ��x� � �x� ���x� � �x� � �mod ��

� ��x� � �	x� ���x� � �x� � �mod ��

� �x� � �x� ����x� � �x� � �mod ���
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���
����� �	��
���� � ��������� ���
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�� �����  ������ �
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�!���� � Z�x�� ���	����
���� ��	����

�� ������ �2��� �	����� �
 ����������� ��� ��
	������� � 
�	��	���
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���� p�x��

.���� �	�����!�� ����	��  �� p�x � p��xp��x �mod p� ���
p ���������� �
���� ���  �� ���������
�� ����� �����!
���
������ ���
��� p�x� �����
� ����	��� 	��
� �����
� ���
��
�� p��x� �!�� ��!�� �p�	 � p�	� ���� ����� �	�����!���  ��
�� ���	�� p��x ����  �� ��� ��� ���������
�� �!�� � ���� �
�
��	���� 7���� ��� p�x � P��xP��x � Z�x�� ��� P��x � p��x
�mod p � P��x � p��x �mod p� �� ��!
� ����
����� 	���
����
P��x � p��x� �# �	����
�� �� �� ���������� ���������
� ���
��
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��
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�mod p� �� ��� p��xjp�x �Z�x�� ��� 	���!�
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�mod p 
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���
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� � � � f�� ��� �si� � � i � r� 
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�!�� 	���!�
�� f�x �
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sisj �

fr�� �
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� � �

f� � s�s� � � � sr�
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jf�j �js�s� � s�s� � s�s� � s�s� � s�s� � s�s�j
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���� �	�����  ��
�� �	� �������  �� ���
�� p�x �mod p �������
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� GF �p� �	��� ����� ����� g��x � h��x 
 ���
��� � GF �p�x��
������  �� p�x � g��xh��x 
�� GF �p � gcd�g��x� h��x� � �� +�!�



��� 2����
��
 �� ������
� �������� ��� �
��� ������

�� �	������� ��� ������ ���5��� ����� 	���!�
�� 
�� GF �p ��
���
����

��� 	���!�
�� 
��Zpk �Zq� ���� 
���!��
�� gk�x� hk�x
�Zpk�x�� ������  �� p�x � gk�xhk�x 
��Zpk � gk�x � g��x� hk�x �
h��x �mod p� %� �����!�
�� ����� 
�� ��
�������� ��������
��� ���	����� "�	��� ���	��� 
 ��� ��	��� ������
�� 	�����
	�

�� ���	��� :����� � GF �p�x�� � ���	�� ���	��� 	����� ���
�
�����
�� �	��
�
�� a��xgj�x � b��xhj�x � c�x �� ��

��
gj�x� hj�x � c�x �Zpj�x��

�����!�� ����� �	����	�

�� ���	��� :����� � GF �p�x�� %�
��

�� g�x � h�x � GF �p�x� ���� ���	��� �� ����� ���
����

��
�� �� 
����� �� ��	������ �
�!����� ���
��� a�x� b�x � c�x
� GF �p�x�� ������  �� g�xa�x � h�xb�x � c�x � gcd�g�x� h�x� 
��
GF �p �	� �������  �� deg�a�x� � deg�h�x�� deg�c�x� � deg�b�x� �
deg�g�x� � deg�c�x�� '����
�� ����� ���	���� �!� ��� �	������
��
� � 	���� ��	�	 �XEA�P�

�����!�� ����� �	���
�� ���
�����
��� �	��
�
�� � Zpj�x��
%� ��

�� ���
���� a�x� b�x� c�x� gj�x� hj�x �Zpj�x�� ������  ��
gj�xa�x�hj�xb�x � � 
��Zpj � ���	��� ���������
�� ���
����
a�x� b�x� gj�x� hj�x ��	����� �Zpj� ���� ���	��� �� ����� ����

��� a��x � b��x �Zpj�x�� ������  �� gj�xa

��x�hj�xb��x � c�x 
��

Zpj� �	� �������  �� deg�a��x� � deg�hj�x�� �������� ��	�������

�� 9��� ���������
�� ���
���� �	�
���!�� 
� ���� � �����
Zpj� �	�����!�
�� �� ��	�������� ���	��� ���������
��� ������
��� ����������� PDF� ���	��� ���
�� ���
���� 
�� �����
 ���� �� ����� �Zpj�x� ���
��� q�x � r�x� ������  �� a�xc�x �
hj�xq�x � r�x � deg�r�x� � deg�hj�x��
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�� �����
� n � Z�x��
������  �� lc�p�x� �� � � GF �p� p 
 �	�����  ���� "���� g��x
� h��x 
 ���
��� � GF �p�x�� ������  �� p�x � g��xh��x 
��
GF �p � gcd�g��x� h��x� � � 
�� GF �p� 7���� � Zpk�x� ����������
���
����

�� ���
��� gk�x� hk�x� ������  �� p�x � gk�xhk�x 
��
Zpk� deg�hk�x� � deg�h��x� � gk�x � g��x� hk�x � h��x 
�� GF �p�

&������
	����� "������� ���	����� ������ 
����� ���
��� a�x� b�x�
������  �� g��xa�x�h��xb�x � �� %������ 
� ��������� ��� ����	��
��� gj�x� hj�x � Zpj�x� �� j � 	� � � � � k� ������  �� p�x � gj�xhj�x

�� Zpj� deg�hj�x� � deg�h��x� � gj�x � g��x� hj�x � h��x

�� GF �p� "	�����!���  �� ����� gj�x� hj�x ���������� ��

�����	��� j � �� � ����� c�x 
 ����� ���
�� � GF �p�x��  ��
p�x�gj�xhj�x � pjc�x 
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�� GF �p� '�	�����

gj���x � gj�x � pj � b��x�
hj���x � hj�x � pj � a��x�

��� ������ ���������  �� deg�hj���x� � deg�hj�x� � lc�hj���x� �
lc�hj�x�� ' ����
��  �� gj���x� hj���x 
 ���
��� � Zpj	��x��
gj���x � g��x� hj���x � h��x 
�� GF �p �

gj���xhj���x � �gj�x � pj � b��x��hj�x � pj � a��x�
� gj�xhj�x � pj � �gj�xa��x � hj�xb

��x�

� gj�xhj�x � pj � c�x
� p�x 
�� Zpj	�� �

' ����
��  �� ������

�� ���� ���� ���� 
�� ��������� �����
���5��� 	���!�
��� ���� �� GF �p �Zp��Zp�� � � � �Zpk� "������ �
 
��
�������� ��������� ��
 ���� ���1
��� 8�������  �� 
� �	������
 ���� �	������� ���
����� ���� ���� ���
�!������ # ���� ���
 �� ���5�� ������������� �����	
�� �	���
�
��� ���� ����� �
��	�� ���
�!������ ���
 �� ����	�� 
 ���
�� pi�x� � �	���� 

�	�������
�� pi���xpi���x � � � pr�x� $ ���

�� ���

p�x � p��xp��x � � � pr�x �mod p�

�� �� �
� �� ��	�� g��x � p��x � h��x � p��x � � � pr�x � ����

����� �� Zpk�x�� ����� ������� p�x �� p�x�g��x � Zpk� g��x ��



��
 2����
��
 �� ������
� �������� ��� �
��� ������

p��x� h��x �� p��x � � � pr�x � ���
����� ��Zpk�x� � ���� :�� ����

�� p�x 
�	��	���
� �� ���	��� ��!�� ���� ��������	���
 ����
 �� ��
��	���

� ��!�� ���
������� �	������
��  ��� �����
�
�	����� ���
�!������

4������ ������ ������
� ��� ��� ��� �������� �	���	�� �
��	��� �� ��������� �
�!����� 
���	������
�� �� ���� ����
 ���� � �� ���	�� 
 ������	� 
�� �
�!����� �� �����

HLLA� $��	��� �
��
��� ���5��� -�
��� �Hensel Linear�Lifting
Algorithm

�'��� "	�����  ��� p� 
���	��
��  ��� k� � ���!� ���
���
p�x � Z�x�� g��x � h��x� ��� � GF �p�x�� ������  �� p�x �
g��xh��x �mod p � gcd�g��x� h��x� � ��

��'��� "��
��� gk�x � hk�x� ��� � �Z�pk�x�� ������  �� p�x �
gk�xhk�x �mod pk� � ���!� gk�x � g��x �mod p � hk�x �
h��x �mod p�

�� �.
����������� "��!��� g�x �� g��x� h�x �� h��x� � �����
�	���
��� 	����	�

�� ���	��� :����� � GF �p�x� �����
	��� ������ �����

�� � ���� 	����� � ���
���� g�x � h�x
� �� ����� ���
��� a�x � b�x� ��� � GF �p�x�� ������  ��
g�xa�x � h�xb�x � � 
�� GF �p�

�� �'�
��
�� ���� %� i � 	� �� � � � � k ����
��� f�� ����� ���
�	���� c�x �� �p�x � g�xh�x��pi�� �mod p� ����� �	���
���
���	��� ����	 ����!� �����

�� � ���� 	����� � g�x� h�x� a�x� b�x
� c�x� ��� � GF �p�x��  ���� �� ����� ���
��� a�i���x �
b�i���x� ������  �� g�xa

�
i���x � h�xb�i���x � c�x 
�� GF �p� �

���!��� g�x �� g�x�pi��b�i���x � h�x �� h�x�pi��a�i���xg�
�� �#����� #�	
��� g�x � h�x�

��!��� ��
��
�� ��
����� ��
��	������ p�x 
� ��������
� 
�	�
��	���
�� 6������	�� ���
�� p�x � ��	x����x����x�����x���
� Z�x�� �� ����	��� ����� ����� �	��
�
��

p�x � ��x� � �	x� ���x� � �x� � �mod ���

)� ���
���� ��� 	���!�
�� � GF ��� ��Z���� �������� �
��
��
��
������ ��
��	������ � �	��������� 
���	������
�� �� �����
%� � ���� ��
���
�� �	������ ��������  �� 
�� �����  �����
����� ����� 	���!�
�� p�x � ��x���x� ����x�� �x���� ��� ���
���
�!���� ���
��� p�x 
����
� ����� �	���
�
�� ���	����



���1
� 
mod p�������
��� �� �����
��� ��� Z ���

���5���� ' ����
��  �� � 
���� �	���	� g��x � �x� � �	x � �� �
h��x � x���x��� "������� ���	����� ������ �� ����� ���
���
a�x � x � �� � b�x � �x � �� � GF ����x�� ������  �� g��xa�x �
h��xb�x � � 
�� GF ���� �# ����������
���� �� ���	���� �����
�� ��� ��� a�x � �x � �� b�x � �	x � �� 
� ����� g��xa�x �
h��xb�x � � � ��� GF ���� ���������
�� �� ��!
� ����	�����
��� ���
�!�� 
� ��������������� ��
���
����

8���� �� ����
���
�� p�x � g��xh��x � ��c�x ���� g��x� h��x
	������	������� �Z�x� ��� ��� c�x � �x����x���x���x�� 
��
GF ���� 8�������  �� p � c�x 
 ��� 	��
���� ��!�� p�x � g��xh��x
�Zp��x�� � 
�� 
�!
� ����	� �����		����	����� 
��� ���
�!�����
���� �	������� � g��x � h��x�  ��� �� 
� ������� �� �����  ����
	��
���� �� ���� .������� ���	��� ����	� �� ����� ���
���
a��x � x�� � b��x � �x���	x�� � GF ����x�� ������  �� g��xa��x�
h��xb

��x � c�x 
�� GF ���� 8���� ��	������

g��x � g��x � p � b��x � ��x� � �	x� �� � ����x� � �	x� �

� ��	x� � ���x� ���

h��x � h��x � p � a��x � �x� � �x� � � ���x� � � x� � 		x� �	��

8���� p�x � g��xh��x 
�� Z�������  �� ���� ��!�� ���� �	���	��

�� 
� 
� g��x� 
� h��x 
� ���� p�x � Z�x�� '�
��� ��������  ��
g��x � ����x�� 	�x� ��� � ��� �� ������
�	��� ���
�!���� � �
h��x� �� ��� �� � � h��x � ��x� � 		x� �	� � �x� � ���x� ���� �
�x� � �x � ��� � �x� � �x � � �mod ���� 8���� ��x� � �x � �jp�x

�� �����  ������ �� ���������
�� ��� ���
 �� ���
�!������
	������� �� ��� ��� ���	�� ���
�!���� ��x� � �x� ���

(����� ���������  �� � �	�����

�� ���� �	���	� �	��������

�����	�� ����� �� ��	����
�� ����

�� ���
�!������ ���
������ ���
�� p�x 
� �� 
�	��	���
� � � ������ �� ����� ����
���� �	����� ������� � ���

�� �� 	���!�
�� p�x � p��xp��x ���
���� 	���!�
�� lc�p�x� � p�x � p���xp

�
��x� ��� lc�p���x� � lc�p���x� �

lc�p�x�� �0/ 
�������  �� #� 
� ������ ���	�!���� ��� � ���
�!�
���
�� 
� ��� ���	��� ���������
� ��	�� ���� ��� 	���!��� ���

� �
�!����1� )� ��!�� ������������ ��� � �	�!��� 
� ��������
�	�
��� �� ���������
��� ���
�!����� ���
��� lc�p�x� � p�x� �

� p�x�

"	�!��  �� �� ��	����� �� ���	��� ���	���� ���5���� ������
��	��
� ��� �� �	�����	��� 	��� 
�� 	����!��
��� �����������
�	� ������� 	���!��� 
� �
�!���� ���
�� p�x � ��	x����x��
��x� � ���x� �� 
�� �����  ����� ���� ���!� 	���� ����	�
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� �������� ��� �
��� ������

"	�!�� ����� 
�� 
�!
� ����������  �� 
�� �����  ����� p�x
�������
 �� ����	����� ���� �� ��!
� �� ����� gcd�p�x� p��x�� ���
p��x � ���x� � ���x� � �	x � ���� #�� �
� ����������� �������
���
��� 
�� ������
�� ���  �� �� ��������� ���
 �� �����	
��
gcd����	������ �����

�� � 	���� ����	� ���� �� ��!
� �� �����
gcd�p�x� p��x� 
�� 	��� 
��� ����� GF �pi� ��� p�� p�� � � � � pk� ���
�����  �� p� � p� � � � pk � 	B� ��� B 
 ��������
�� �� ������
��
��� �
� ���������
� ���
���� p�x � p��x� � ���

�� �� �������

���� �� ����� gcd�p
p��x� p�
p��x� �� p � �� �� ��� �+����
���  ��
p
p��x � p�x �mod p��

p � �� # ���� �� �� p
���x � 	x� � �x� � �x� � 	x � � �mod ��

p�

��

�x � �x���x���x�	 �mod � � gcd�p
���x� p�

��

�x� �
�x� � �mod ��

p � �� 2��  ��� �
 	��	�������� �������� �j��	�
p � ��� # ���� �� �� p
����x � 	x� � �x� � 	x� � �x �mod ���

p�

����x � �x� � �x� � �x � � �mod �� � gcd�p
����x�

p�

����x� � 	 �mod ���

"������� �����
� �����
��� gcd ��
��� �����
� ���
��� gcd�p
���x� p�
���x��
�� �	������ � �������  �� � 
 
�� ������� �	�����  ���� �	���
����� �� ���� ����  �� 
�� 
� 
�!
� ���������� ��� ���������
�	�����  ���� �������� gcd�p�x� p��x� � � � p�x �������
 �� ����
�	���� 
�� �����  ������ �2�� ���!� ���� �	���	���� ��������
PSQFF�

�����������  �� ���
�� p�x �������
 �� ����	����� �� ��!�

� ����� ���	��� ��������������� �	�����  ��� p �� �����  ����
�	���
��� ���	��� ,�	������� "	�����  ��� p ��!
� ���� ���
����  ���� ���
�� p�x �mod p �������� ������
�� �� ����	����
� ��� �� !� �����
��  �� � p�x� (����� �������� ���� �
���

p � 	� 2�� �	�����  ��� ����������� 
����� �������� 	j��	
� deg�p
���x� � ��

p � �� 2�� �	�����  ��� ����������� 
����� �������� ����

�� p
���x 
� �������
 �� ����	����� ���� p
���x � x� �
x�� � 	x� � 	x � x�x� 	�x� ���

p � �� 2�� �	�����  ��� ����������� 
����� �������� ����

�� p
���x 
� �������
 �� ����	����� ���� p
���x � 	x� �
�x� � �x� � 	x� � � �x� ��x� ���	x� ��

p � �� 2�� �	�����  ��� ����������� 
����� �������� �j��	
� deg�p
	��x� � ��
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mod p�������
��� �� �����
��� ��� Z ���

p � ��� 2�� �	�����  ��� ����� ����������� �� 
���� �� ��
��
��� �������� ���
�� p
����x �������
 �� ����	����

�� GF ��� ��	���	��� � 	��������� 
� �	� ���
�!����
�� � ���

� p
����x � x�x� 	�	x� � ��x� ��

p � ��� 2�� �	�����  ��� ����� ����������� �� 
���� �� ��
��
��� �������� ���
�� p
����x �������
 �� ����	����

�� GF ��� ��	���	��� � 	��������� 
� ��� ���
�!����
�� � ���

� p
����x � ��x� � �	x� ���x� � �x� ��

��� �� �!� ������ 
�� ������ 	������� � 	���!�
��� �� ���
��� ��� �������� �
� ���� 
����
���� ��� ����� ���
�!�����
� �� ���5�� ���	����� ��
���� 	������

+�!� �� �	�������� ���	�� �	���	 ���5��� 	���!�
�� �� mod
p �� 	���!�
�� �� mod pj �� 
�����	��� j� �������� �
��
��
��
��	������ -�
���� ����	� ����������� ������	� ����� �������
�� ���� �Yun� �����

��!��� ��
��
�� ��
��	����� -�
���� p�x 
 
�	��	���

�� ���
�
���� 6������	�� ���
�� p�x � x���	x��		x�����x�����x�
��� � Z�x�� "	� p � � �� �����

p�x � g��xh��x �mod ��

��� g��x � x� � 	 � h��x � x� � 	x � 	� )� ����	����� �����

��� ��� ���	���� ��
��	����� -�
���� ���� �� 
����� g��x� h��x�
������  �� p�x � g��xh��x �mod ��� � ����������
���� � ���� ���
 �� p�x � g��xh��x � Z�x�� ��� � �	�!��� �� ����  ���� � ��
��
���� ��� ��� ����� ���������
�� ���
���� g��x� h��x� ��
�	����	��� ������ � ���

�

g��x � x� � ��x� ��� h��x � x� � �	x� ��

"������� ���	����� ������ ��� ��� ���
��� a�x � �x � � �
b�x � x� � 	x � 	 � GF ���x�� ������  �� g��xa�x � h��xb�x �
� � GF ��� 8���� �� ����
���
�� p�x � g��xh��x � � � c�x ����
g��x� h��x 	������	������� � �����Z�x� ��� ���

p�x� g��xh��x � ��x� � 	�x� � ���x� � ���x� ����

������

c�x �
p�x� g��xh��x

�
� 	x� � x� � 	x� � x� 	 � GF ���
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8�������  �� p � c�x 
 	��
���� ��!�� p�x � g��xh��x � Zp��x�� �

�� 
�!
� �����		����	����� ���
�!����� ���� �	������� � g��x
� h��x ���  ��� �� 
� ������� �� �����  ���� 	��
���� �� ����
"������� ���	����� ����	� ��� ��� ���
���

a��x � 	x� �� b��x � 	x� 	�

������  �� g��xa��x�h��xb��x � c�x 
�� GF ��� � ����� ��	�����

g��x � g��x � p � b��x � x� � ��x� ��

h��x � h��x � p � a��x � x� � �	x� ��

7���	� ���� �	���	����  �� p�x � g��xh��x �mod p�� �	��� �����
��������  �� h��x � h��x � g��x � g��x �mod p � � ����
�
��
� ����� ��������� �� �
��� ���
 ����
�� ����� h��x � h��x �
g��x � g��x �mod p� �� ����������
���� �� �!� ����� h��x �
h��x��

)� ����� ����	� �� ���	�� ���	���� 
���� ���
��

c�x �
p�x� g��xh��x

p�
�mod p � ��x� � x� � x� 	�

�� ��� ��� ��� 	�
���� 
�� 
�!
� 
���� 
���� ���
��� a��x �
b��x � GF �p�x�� ������  �� g��xa��x � h��xb

��x � c�x 
�� GF ���
"������� ���	����� ����	� ��� ��� a��x � � � b��x � �x � � �
GF �p�x�� � ����� ��	������

g��x � g��x � p� � b��x � x� � ��x� ���

h��x � h��x � x� � �	x� ��

� ��� � ���� ������� ���
����

)� ������  �� ��� ����
� ��� �����������
�� ��	� ���
��
��� fa��x� b��xg  �	�� fa�j�x� b�j�xg� �� ����� ����� �������� ���
��
���
���

g��x � g��x � p � b���x � p� � b���x�
h��x � h��x � p � a���x � p� � a���x�

� ����
�� ��
� ������  �� g��x � g��x � h��x � h��x �mod p�

"�	����� ����	� �� ���	��� ���	���� ���5���� �	���!�

���
;����
������ � ���� ��� ��� ��� 
��������� ����������� �������

���1
��� �������� �
 	����	��� 	���!�
�� 0�� ���
 ���1 �� Zpj
��Zp�j� ���� 	���!�
�� �����������
� ���
������� mod p�� p�� p�

� ���� # �	�������� 
�!� ������������� �� �	���	!������� �����
��
���  �� 
�!
�� �
����� j� 	j ����
� ��� ���
�� �Z�x�� �������
���
�� ����	��� ��
��
� 
� ��	����
� ����� mod pj� mod p�j

�����������

��



���1
� 
mod p�������
��� �� �����
��� ��� Z ���

���� ����� �Zassenhaus� ����� "���� p�x 
 ���
�� � Zp�j�x��
������  �� lc�p�x� �� � � GF �p� � ����� p�x � gj�xhj�x �mod pj�
��� �� gj�x � hj�x � Zpj�x� ���������� ���
��� aj�x� bj�x�
������  �� gj�xaj�x � hj�xbj�x � � 
�� Zpj� 7���� �� ��!��
��	������ ���
��� a�j�x� b�j�x� g�j�x� h�j�x �Zp�j�x�� ������  ��
p�x � g�j�xh�j�x �mod p�j� g�j�xa�j�x � h�j�xb�j�x � � 
�� Zp�j
� g�j�x � gj�x �mod pj� h�j�x � hj�x �mod pj�

&������
	����� "���� ���
��� cj�x ��������	��� ����
����

��� p�x � gj�xhj�x � pj � cj�x 
�� Zp�j� "������� ���	���
��� ����	� �� ���� a�j�x� b

�
j�x � Zpj�x�� ������  �� gj�xa�j�x �

hj�xb�j�x � cj�x 
�� Zpj� "��!�� g�j�x � gj�x � pj � b�j�x �

h�j�x � hj�x � pj � a�j�x 
�� Zp�j� "	���	�� �����  �� ���
��
�� g�j�x� h�j�x ��������	��� ������

��� ���� ������� ����	�
�	�����
��

%� ������������� ���	��� ����	!��
�� ���� �	�����!���
 �� c�j�x 
 ����� ���
�� � Zpj�x��  �� g�j�xaj�x � h�j�xbj�x �

� � pj � c�j�x 
�� Zp�j� +����� a��j �x� b
��
j �x � Zpj�x�� ������  ��

gj�xa
��
j �x � hj�xb

��
j �x � c�j�x 
�� Zpj� � ����� ���!�� a�j�x �

aj�x � pj � a��j �x � b�j�x � bj�x� pj � b��j �x 
�� Zp�j� 7����

g�j�xa�j�x � h�j�xb�j�x �g�j�x�aj�x� pj � a��j �x�
� h�j�x�bj�x� pj � b��j �x�

�aj�xg�j�x � bj�xh�j�x

� pj � �g�j�xa��j �x � h�j�xb
��
j �x�

�� 
�� Zp�j� �

%���� 	�������� ���	���� ����	��� 
��� ���5��� ����� ����

����
� � ���	���	�� "	�����
��	�	���
��  �� ����	��� 
�� ��
��	��� ���5��� ��������

� ����	�� �
��
��� ���� 	����� �Lenstra�
���	b� p� �������� Miola et al�� ����� Yun� ����� Zassenhaus� ������

������ ��2�+*��!� !#�!��$2 #����+!����% ��* '��$�! "!�
#���!

4���� 	���!��� ���
�� p�x ��Z�x� 
� �
�!����� �� ��!
�
������ ���������

�� #��	��� ���������� �	�����  ��� p � 	������� p�x 
��
GF �p�



��� 2����
��
 �� ������
� �������� ��� �
��� ������

	� #��	��� ��
����
�� �
� �
�� k� ������  ��

pk � 	 � j lc�p�x�j �
�bn� c
bn� c

�
� jp�xj��

� ���
��� 	���!�
�� p�x 
�� GF �p �� 	���!�
�� 
��Zpk� p�x �
lc�p�x� �Q��i�r hi�x �mod pk� 8
� �
�� k� ��	�������� ���� �����

���
���� ��� �
� �� �M	� �	�
���� �� �
���
�� �����  �� ��
���� ������ ���
��� lc�p�x� � p�x �� ������������ � ����
�����
������
���
�� ���	���� ���������
��� ��� �� ����� � 	����!���

��� 	���� ����� ���� ��	���� �	���	� ���5��� �  �� �� ��!��
��	�
� ����� �������� �����
� � bn�	c� "��� ��� �
�� 	����
!�
�� ���
��� p�x �mod pk� 	������ � ���
������ ����	�� 
�
��������
� ������� 
�	��	���

���� �� ��!
� ������ �����
���� ��� ��

�� #� ����� ���
�� h�x � lc�p�x� �Qi�S hi�x 
�� Zpk �� ���
!���� ����
�!����� S �
�!����� f�� � � � � rg� �������  �� deg�h�x �
bn�	c� � �	���	���� ������� � h�x ������� ���
��� lc�p�x� �
p�x� :�� ��� �� �	������
��  ���� ���
��� h�x ������� ���
��
!����� ���
��� p�x 
�� �����  ������

# 
�������� �	��� � ����� �� �� 
� ���������� ������� ��
����
����� ����
�!����� 
��	�������� ���
�!����� �� ����� pk ��	��
���� 
��	�������� ���
�!���� ���
��� p�x 
�� �����  ����
��� �� ����� ��	����� 
�� 
�!
� �	���	��� �� ���� �����!
�� ����
��
���� �����
� � bn�	c� ���� � �
� ���
�!���� ���
��� p�x

�� Z� :�� p�x 
��	������ 
�� Z� �� 
� ��
� �� ���� �	��
��
���
�� 
� ����� �����
��� �� ��� �� �!� �����
��� ���� ������

�
����
� ������� ��  ��� r ���
�!����� �� ����� pk� '�
���
��!
� �
� ����
� ���
�����  ��� �	��
�� ���
�� � Z�x�� ���
�� �
� �� �	���	��� �������� ������
��  �
��� � ����� �	 	���
�!��� p�x �� ����� 
�������� �	�����  ���� +� ����� 	 �
� � �	�����

�� ���� ���	���� 
��� ����������� �	�����  ���
� 
����
����  ���� ���
�!����� � �� ����� �
��	����� � ����
��
�� ���
�!����� �� ����� 	��� 
�� �	�����  ����  ����
���
����� 	��
����	���� �����!
����� �� �����
�� ���
�!�����

�� Z� ��� �� �!� ������ ��� p�x 	��������� �� ����� p� 
�
� ���
�!���� �����
� 	 � ��� p�x 	��������� �� ����� p� 
�
	 ���
�!���� �����
� �� �� ���
�� p�x 
��	������ 
�� �����
 ������

+���
��� ���������� ��� � ����
�� ������� 	�������� ����
�� "�	��� 
 ��� ����
���� ��-������ ���� ��	���	��� �� ���
��



*�����
��� ���

�� s ���
�!����� �� s � �� 	� � � � � br�	c� #��	�� ������ 
 ���
����
���� ��
�
��� ���� ��	���	��� �� ���
�� ����� �����
� s ��
s � �� 	� � � � � br�	c� '�
�	�!�
��  �� �	�����	� ���
���� �	���� ���
���
���

����+���!�

��&*�� �����

�� "������� ������� 3���	����	�
���	�� 	���!��� 
� �
��
!���� �������� ���
����

a� x��x��x��x�	 ��������
� ���
�!���� ���� x��x�	�
x� �� x� ��

b� x� � x� � ��

c� x� � ��

d� x� � x� � x� � x� ��

��&*�� �����

�� 6������	�� ���
�� p�x � ��	x� � ��x� � ��x� � ���x � ��
� Z�x�� (������
 � �
 �� ����	���� � Zp�x�� p � �� �� ��� ���
�*������
� %� ������ 
� ���  ���� ��	�!
�
�� ������	���
��� 	 	���� ����	� ���� ����
��� �� ���
�� gcd� .��������
�� ���	��� PSQFFF �� 
���!��
�� ������
�� �� ����	��
��� ���
�!����� ���
��� p�x � Zp�x�� p � �� �� ��� ���

�� 6������	�� ���
�� p�x � x� � x� � �Z�x�� (������
 � �

�� ����	���� �Zp�x�� p � �� �� �� ��� ��� .��������� ���	���
PSQFFF �� 
���!��
�� ������
�� �� ����	���� ���
�!��
���� ���
��� p�x �Zp�x�� p � �� �� �� ��� ���

��&*�� �����

�� %���!��� ���	��� ��	�� � ��	��
�� 
��	���
��� ���� ����!��
���  �� ��� ��
���� F ��	����
� 
� 
���	��
��  �����
� ��
���� f ��	����
� 	���
����� f�n �

P
djn ��dF �n�d�

�� F �n �
P

djn f�d�

�� #� ����� i��� � 
������ ��� 
��	�������� ���
��� ����
��
� � �Z��x��

��&*�� �����



��� 2����
��
 �� ������
� �������� ��� �
��� ������

�� %���!��� ���� ��	����
�� .������� ������� �	�����

�� � ���� 	������ 	���!���


� �
�!���� ���
���

a� x � x � Z��x��

b� x�� � x �Z��x��

c� x� � x� � � � Z��x��

d� x� � x� � x� � x� � x� � � Z� 	�x��

��&*�� �����

�� "���!����  �� ��� b��x � b��x 
 �����
� �	����� ����

��� � ����� Zp�x� ��� 
�� �	������
�� ���� � p�x
�	�
���!�� Zp�x�� ��

gcd�p�x� b��xb��x� � gcd�p�x� b��x� gcd�p�x� b��x��

�� %���!����  �� ���V
 �����	
�� �	���	�
���� 	����	
����
r 
�� ���� GF �p� �� �
� ����	!�� pr ����
����

�� "������� ���	����� ,�	������� 	���!��� 
� �
�!����
���
���

a� x� � x� � � � Z��x��

b� x�� � x � x� � x� � � � Z��x��

c� x� � x	 � x� � x� � x� � x� � � Z��x��

d� x � x � Z��x��

e� x�� � x �Z��x��

f� 	x� � �x� � 	x� � � �Z���x��

��&*�� ���

�� +������ �	�
��� �� ���������
��� ���
�!����� � Z�x�
���
����

a� x� � x� � ��

b� x� � x� � x� � x� � x� ��

c� x� � x� � x� � x� � x� � x� ��

d� x � x�

e� x�� � x�

f� 	x� � �x� � 	x� � ��

��&*�� �����



*�����
��� ��	

�� 6������	�� ���
���

a� x� � x� � ��

b� x� � x� � x� � x� � x� ��

c� x� � x� � x� � x� � x� � x� ��

d� x � x�

e� x�� � x�

f� 	x� � �x� � 	x� � ��

# ��	�!
�
��� 	���� ��	�� �� �	���� 	���!��� 
������
	�� �� ���� ���
���� 
� �
�!���� �Zp�x� �� �����

��
�
� �
�� p� �	��� ����� � ��	�!
�
��� 	���� ��� �� �	����
�� ����� ��������������� �	�
��� �� ���������
��� ��
���
�!����� � Z�x�� #������� ���
�� �� ������ ����	� �
����
��� �
��
�� ���5�� ��� 	���!�
�� �� ����� p ��
	���!�
�� 
�� �����  ������

�� ������ ��
���� �	���
� �� ���
�� �� ���	����
HLLA�

�� '������ ��
��
�� ���� ���	���� HQLA �Hensel#s Quad�
ratic�Lifting Algorithm�

� �
��#-�' ������
���' �� ����
��
� ������
 ���1
�� � �
�
(
��# ��������	���� �����
��� f�x � � �mod pk�

�� %���!����  �� �	�������
�� ���� k �����������
�� ���
��  ��� ������ 
� k� �*������
� #������������ ����  ���
�����
� ��	��� ��
���� ���������
� �	� xkyn�k � 	����
!�
�� ��
��� �x� yn ������� ����  ���� n��k��n� k��

�� ( ������� ��	� � ����!����  �� ��� x � a
 	���
�� �	��
��

�� f�x � � �mod pj� �� 	���
�� �� ����� pj�� ��� �����
�� �
��
��� �	��
�
��

tf ��a � �f�a�pj �mod p�

��� f ��x 
 ��	��� �	������
�� ��
���� f�x� 8�������  ��
��� �
��
�� �	��
�
�� ��!�� 
� ����� 	���
��� ����� ��
�
	���
�� �� p 	���
��� �*������
� %� ��

��� a 	���
��
�� ����� pj�� ����� ����� ��� a � tpj� ��� t ��	�������� �
���������
��� 	���!�
�� 7���	��

*��� � ����	��
��� � �
��#-�' ������
���'�

�� 6����� �	��
�
�� x� � x� � � � �mod ���
	� 6����� �	��
�
�� x� � x� �� � � �mod ���
�� 6����� �	��
�
�� x� � x� �� � � �mod ���



��
 2����
��
 �� ������
� �������� ��� �
��� ������

�� �"��5�� ����	��
��� ��	
�� "���� m � �p�e��p�e� ����prer


 
� ��
�� ����  ���� � �	�����!���  �� gcd�a�m � � �
a
 ����	�� 
�����	��� �����  ��� �� �����m� )� �����

���� x� ������  �� x� � a �mod m� � �	�����!�
���  �� ��
��!���� i 
�� �������
 
��� �� �� ����� pi� i � �� 	� � � � � r
���� ���!� ��	� 		 � 	� 	���� ������

a� %� ��!��� �����	���

�� p �� pi � e �� ei ����������
���� ���	����� ��	� 	� � 	���� ������  ���� ��	������

�����	�� x�� ������  �� �x�� � a �mod p� #� ����
����� x�� 
������ 
�����	�� x � x� � x�p � x�p

� � � � ��
xe��p

e��� ������  �� x� � a �mod pe�

b� '������� ��� 
���� x� ������  �� x� � a �mod m�

��&*�� �����

�� )�!
� � 	���!��� 
� �
�!���� ���
�� p�x � x���x��

�� �����  ������

�� 6���!��� 
� �
�!���� ���
��� p�x � x��x��� � p�x �
x� � x� � 
�� �����  ������

����+���!� �� ��������!��,��!�

��&*�� �����

�� 6��	�������� �	�����	�� ����	�� ����� 	����� �	��
�
�� ��
����� 
�����	��� �����  ���� 
� ��������
� �	�������
�#������������ �������� ��������	
�� ����	� � �������
�� 	���!�
�� ���
���� 
�� ��
� 
��� ������

	#���!"�#)!� &���"��!� ! �!�����-��

�� (��������� ���!� ��	�������

�� 
�!� ���	��� ;���
	�
�
��
��� ���������� 
�� ��	�������  ��
�� �� 
� ��
��  ���

��	�������� ���
�!����� ����� ��

�� ���
�� � Zp�x�� ���
p 
 
� ��
�� �	�����  ����



0������
���
 ���
����� � ��
������ ���

8
��
�� ;���
	�
��
��� "���� p 
 
� ��
�� �	�����  ����
p�x 
 
�	��	���

�� ������
�� �� ����	���� f���  �� ��� ����	��
��
�
� discr�p�x� ��� �
 �� �g ���
�� �����
� n � Zp�x�� � �����
r 
  ��� 
��	�������� ���
�!����� ���
��� p�x � Zp�x�� 7��
��� r � n �mod 	 � ��� � ����� ��� �� ��� ����� ����	���
�
�
discr�p�x� ������� ����	���� �Zp�

�%������������ �� ��!
� 
���� � �Childs� ������

	� )���2�� �McEliece� ���� ��������� �	����� �� �	��	����	��
��
�� ���	��� ��	����
�� �
�!����� ���
���� fB��X� � � � � br�xg�
����	�� 	������� ���
�!���� ���
��� p�x� ��� �
�!����� ���
�
���� ��!�� ���� �� ���
� ��� ���	� 
�� �����
�������� �
��!��� ���
�� ����� �
�!����� ����� ��� b�x � xi � xip �

xip
�
� � � � � xip

s

�mod p�x� �� 
�����	�� �
� �
�� i � s� ���  ��
�b�x�p � b�x �mod p�x�� +��������� ����� ������ ������� � ����
 �� �	��� ��� 	����� ������� �� �����
�� ���
�!����� ���
���
p�x� � �� �	��� ��� ���	��� ,�	������ ������� �� n� p �  ���
���
�!������

�� (����� ���������  �� ���	��� ����	 ������������� ���	��� �
� ������ )�
����� ���� �� # ����������
���� ��� ���	��� ���	���
�����
���� &�
��� � ���� ��� � �����3������ � ���� �� # �� ���
��
� ��	��� ������
�� ���	���� ����� ��� ����� �	�
��� �� �������
���
��� ���
�!����� ���
����

"�
�	����� :�#� ��������	
�� ����	�� *����	������ �
��� ��

��� 
 )�� .����� )-�� �����

Bender E�A�� Goldman J�R� On the application of Moebius inversion in
combinatorial analysis� American Mathematical Monthly ��� ������	�
�����

Berlekamp E�R� Factoring polynomials over !nite !elds� The Bell System
Technical Journal ��� ���������� �����

Berlekamp E�R� Algebraic coding theory� McGraw�Hill� New York� �����
�.������ ��	����� ,�	����� 2� $���	�� ����� ���	�� ����	��
��
��� 
 )�� )�	� ������

BerlekampE�R� Factoring polynomials over large !nite !elds� Mathematics
of Computation ��� �������� �����

Butler M�C�R� On the reducibility of polynomials over a !nite !eld� The
Quarterly Journal of Mathematics Oxford Second Series �� ��	�����
�����

Calmet J�� Loos R� An improvement of Rabin#s probabilistic algorithm for
generating irreducible polynomials overGF �p� Information Processing



��� 2����
��
 �� ������
� �������� ��� �
��� ������

Letters ��� ������ �����

Calmet J�� Loos R� Deterministic versus probabilistic factorization of
integral polynomials� In Computer Algebra� EUROCAM ���� Lecture
Notes in Computer Science� Springer�Verlag� New York� ���	� pp�
�����	��

CamionP� Un algorithmde construction des idempotents primitifs d#ideaux
d#algebres sur Fq� Comptes Rendus des S�eances de l�Acad�emie des
Sciences ���� ������	� �����

Cantor D�G�� Zassenhaus H� A new algorithm for factoring polynomials
over !nite !elds� Mathematics of Computation ��� ������	� �����

Cantor M� Geschichte der Mathematik� Vol� �� Teubner Verlag� Leipzig�
�����

Childs L� A concrete introduction to higher algebra� Springer Verlag� New
York� �����

Gunji H�� Arnon D� On polynomial factorization over !nite !elds� Mathematics
of Computation ��� 	���	��� �����

Hensel K� Theorie der algebraischen Zahlen� Teubner Verlag� Leipzig�
�����

Kaltofen E� Factorization of polynomials� Computing 
Suppl� �� �������
���	�

Knuth D�E�The art of computer programming� Vol� 	� 	nd ed� Seminumerical
Algorithms� Addison�Wesley� Reading� MA ����� �.������ ��	����
��	���� ����
��� �
�� %�0�������� ���������������� �� )�+�
7� 	� 
 )�� )�	� ������

Landau E� Sur quelques theoremes de M� Petrovitch relatifs aux zeros des
fonctions analytiques� Bulletin de la Societe Mathematique de France
��� 	���	��� �����

Lauer M� Computing by homomorphic images� Computing 
Suppl� ���
�������� ���	�

Lazard D� On polynomial factorization� InComputer Algebra� EUROCAM
���� Lecture Notes in Computer Science� Springer�Verlag� New York�
���	� pp� �	������

Lenstra A�K� Lattices and factorization of polynomials� Technical Report
������� Department of Computer Science� Mathematisch Centrum�
Amsterdam �����

Lenstra A�K� Factoring polynomials over algebraic number �elds� Technical
Report 	����	� Department of Computer Science� Mathematisch Centrum�
Amsterdam� ���	a�



0������
���
 ���
����� � ��
������ ���

Lenstra A�K� Factorization of polynomials� In Computational methods in
number theory� H�W� Lenstra� Jr and R� Tijdeman� eds� Mathematical
Centre Tracts� Vol� ���� Amsterdam� ���	b� pp� ��������

Lenstra A�K�� Lenstra H�W� Jr�� Lovasz L� Factoring polynomials with
rational coe&cients� Mathematische Annalen ���� �������� ���	�

Lidl R�� Pilz G� Applied abstract algebra� Springer�Verlag� New York�
�����

McEliece R�J� Factorization of polynomials over !nite !elds� Mathematics
of Computation �� �������� �����

Mignotte M� An inequality about factors of polynomials� Mathematics of
Computation ��� ���������� �����

Miola A�� Yun D�Y�Y� Computational aspects of Hensel�type univariate
polynomial greatest commondivisor algorithms� Proceedings of EUROSAM
���� ������ �����

Moenck R�T� On the e&ciency of algorithms for polynomial factoring�
Mathematics of Computation ��� 	���	��� �����

Musser D�R� Algorithms for polynomial factorization� Ph�D� Thesis�
University of Wisconsin�Madison� Department of Computer Science�
�����

Musser D�R�Multivariate polynomial factorization� Journal of the Association
for Computing Machinery ��� 	������� �����

Musser D�R� On the e&ciency of a polynomial irreducibility test� Journal
of the Association for Computing Machinery ��� 	���	�	� �����

Petr K� Ueber die Reduzibilitaet eines Polynomsmit ganzzahligen Koe&zienten
nach einem Primzahlmodul� Casopis pro Pestovani Matematiky a
Fysiky ��� ������ �����

Rabin M�O� Probabilistic algorithms in !nite !elds� SIAM Journal of
Computing �� 	���	��� �����

Schwarz S� Sur le nombre des racines et des facteurs irr�eductibles d#une
congruence donn�e� Casopis pro Pestovani Matematiky a Fysiky ���
�	������ �����

Schwarz S� On the reducibility of polynomials over a !nite !eld� The
Quarterly Journal of Mathematics Oxford� Second Series 	� �����	��
�����

Sims C�C� Algebra� a computational approach� Wiley� New York� �����

Simmons G� On the number of irreducible polynomials of degree d over
GF �p� American Mathematical Monthly 		� �������� �����

Smith S� On the value of a certain arithmetical determinant� Proceedings
of the London Mathematical Society 	� 	���	�	� �����



��� 2����
��
 �� ������
� �������� ��� �
��� ������

Specht W� Abschaetzungen der Wurzeln algebraischer Gleichungen� Mathematische
Zeitschrift ��� �����	�� �����

Swinnerton�Dyer H�P�F�Cited in Berlekamp#s article 0Factoring polynomials
over large !nite !elds1� Mathematics of Computation ��� ��������
�����

Wang P�S� An improved multivariate polynomial factoring algorithm�
Mathematics of Computation ��� �	����	��� �����

Yun D�Y�Y� The Hensel lemma in algebraic manipulation� Ph�D� Thesis�
Department of Mathematics� M�I�T�� �����

Zassenhaus H� On Hensel factorization� Journal of Number Theory ��
	������� �����

Zassenhaus H� A remark on the Hensel factorizationmethod� Mathematics
of Computation ��� 	���	�	� �����



-��� �

��(����$� $ 	��
%$�	-$� )�*�%�)���".

����1 ��$���$	���". 2�	)���$1

)����� 
���!��
�� ��������

�� ��	
��� �� 	���
��� ����

�����
�� �	��
�
�� � Z�x� ���� �����
� ��!
� 
���� � ����
	����� ��  ���

��� �
���� � ���	�� �	��
�
��� +�� ������ �
	������	�������� ���	��� �	�
������
� ��� ����� � �	�� ����

�� ��
�����

�� )� ��
� 	��� ��� �����
�� � ���	��������� ��	
�� �	���� ����
� �� �	��� ��� � �����
���� 	���� ���	��������� ��	
�� �����
���
�
� 	���
�� �	��
�
���

�� )� ���� �� 
�� ��	���	���� ���	�� ,���
� � *�	�� � 	���
����	����� �� ����������������� ���� ���!� 	��� ������ ������
���������  �� ��	���	���� ���	��� ,���
� 
����� 
���� �
���	���	�� � �� �	��� ��� ���	��� *�	��  ���� �	�����������
,���
��

�� )� �	��������� ���	��� #�
��
�� ���� �� � ��� �������

� �� ��
��� ��� ������ ���
�� �	���� �� �����
�� �����
����

�� ��	
�� �	��
�
��� ��	��� �� ���� ������� �	�
���
�!�� #�
��
�� �Vincent� ���� � ����� �����
�
����
�� �	��
�� �� ���
��� � �� �	��� ��� ���	�� �	�
���!�� ����	�
�Akritas� ���� � ������ ��� ��	������� 
�����	�� ��������� ���
�
�����
�� �	��� � ��� �� ��� �� ����� ����� ��������
7��	��� #�
��
�� ��� ��� ��	��� �������  �� ��!� �����
��
����
���
�� 	������ ��� Enzyclopaedie der mathematischen
Wissenschaften� ��
�	�	��� ���

.������� �	�!�� ����� �����
� ����� �������� 3��	�� ��	� ��
� ����� ���
�� �	���� ���� ��� ��������� ����� ����	�� �� ���
���������� �������� 2�� 
 ��� ����� ����� ������� �����

��
� ���	���	�� �� �����
�� ��������

�� ��	
�� ���
�����
���
�	��
�
�� � ����� ���������
���� ���� ����	� ����� ���� �
�� �
� 	��� ������ 8���� �������� ��� ��������������� ������ ���	���
������� ���� �����	���

�� ��	
�� � ���� !������ �����
��
�� 
����� � ���

�� ����� �������� � ������ ����������� ���
��
�	����



��� ���

��
 � ������������� ����
 

(������ )��
� ������ ���� *�� +����
��	����
�������

����
 (������ ,-���� ������

��y ��y
(������

 ����� ������
(������

�������� ����
���y ��y
&���� #�������

 ����� ������
&���� ������ ���#��� ��$�
��#������� ������� � ���� %�

�!#� 	�����
�	����� ����	 ����	� ������ 	������� ���� ����� ��
���� ������� �����
�� ��������

�� ��	
�� ���
��
����
��� �	��
�
�� � ����� ���������
����� )����
���
�� �	���� #�
��
�� ���� �� 
� ������
� �������� �

�����
�
����
 ���� ���!� ����	� ����� ���� �
�� ��

	��

�,�*��!� ! � �#��,��!�

(���� 	�

�� �� ������
�� �
����� ����	�� ����� �	��
�
��
����	!���� � ����	��� 6�
�� �� � ����
�� ������	���
� �� ����
	�

�� 	���� ������
�
�� $����� �	��������
� � ���� �� ���� ��
�� 
���� �	�� )� 
������� 
��	���	� �������� ���� �� 0��� ��
���� � ��� �������  ����� ��!�

�� ������� ���� ��� 4��� 	��
� ���
� ������1� ' ����
�� ���� � ������� � ����  ���� 	����� �	��
�
��
x� ����x � ��� ��� �� ������ �� �����
�� .���� 
��������� �����

�� ����	�� ����� ����
� �
�� ������
� ���������� �	��������
�������� ������
�� ����������� ��� ����� 0�!
��� ���!�
��1�
9��� �
���� ����	!�����  �� �	��� ���� 	����� �	��
�
�� ���	��
�����
�� � ����� 
� ������
�� 
� �	��� 
� ����� �������
�����
�����
��� �	����!�
�� � ���	���

�� �� �� �	�
��� $	��� �������
�������� 
� ����� �� �	���
� 6�
����
��� ����� �����
���� �����
������ ���
�������� � ����
�������� ������� �7�	����� ��	��
�
� *�		�	� �	������ � 	���
��  �	�� 	������ ����� �	��
�
��
�	����� �  ����	��� �����
�� ��� ����
�
� 	������ �	��������
���� �����
�� �
��	��� �.
��	��������� ����	���  ������ ���
!�� �	������� �� �	���� ���� 
���� �� ��	���� �� �	��	���� ��!��
7�	����� � ��	��
� ����� 
��	���	� �
��� �Burnside� Panton� �����



��
�
��
 � ����������� ���

p� 	���	��� %	���� ���� 
��� 
 �Dickson� ��		� Todhunter� ���	�
Turnbull� ����� Weisner� ������

# ���
������� � �����
������� �������� �	���	�
������ �
��
�� ���

�� ������� 	����� ����� �	��
�
�� ����� �����
�� ���
���!� ������
��� ���� ������� ��
���
�� �	�	��� ��	
�� ����	��
� ������ �	��
�
�� ������

� ���� 	����� %���	��� 
�� 
�����	�

� ��� ���� 
����� 
� ������ 	����� � 	������� �	��
�
�� �����
�����
�� :�������

��  �� ���������� ������� ���	����� �����!
�
� ������ ����� 	���
��� '���� �� 6����
� �Ru&ni� ����� ��	�
��� ���������� 
������!
���� ����	�� ������ 	���
�� �	��
�
��
����� �����
�� "���
�� $��� �Abel� ��	� �������  �� 
������!�

� � ����� �� �� 	����� ����	�� ����� �	��
�
�� �����
� ����
 ����	����

# 
� �� �����
�������� ���� �
���
�� ����������� �!� ���	��
���� ���� 
�  ���

�� ������� 	���
�� ����� ���
�����
��
�	��
�
�� � ����� ���������
����� # ���� ��	��� � *�	�� ����

��� ���� 	������� �	����� 
� ��� ����� ���� �
� �� ������� ���
������

�� ��	
�� � ����� ���	������	����� �� � ���� !������
�����
�� �� 
����� �# ������������ � ��	��� ������
�� � �������
���� ��������� ��� �	����� ������ �	��
��  ���� 	����� ��
������� 	�������� �� 
� ���� �	������

���

��
 ��������

�� ��	
�� ���
�����
��� �	��
�
�� 

��� �	����� 
���!��
�� ��������

�� 
���	����������� �
��	���
��� ������  �� ��!��� �� 
�� ����	!�� �� 
� ���
 ��������

��
��	�
� � ��!��� ��������

�� ��	�
� ����	!���� 	��
� � ��
��
�
��	���� �������������� � �	���� ���	�
�� 
 ��� �	������ �����
����	����� �
��	��� ������� ��� ����
� ������ �	���!���
����� ��	����� ��	
� � �	������� �����
�� �� 
����� -��
�� �	��
������ �	��������� �
���
�� ������������ ��� �����
���

��� ����� �	���
���� ���� ��������� � ������� # 
� ��
�����
�������� ������� ,���
 � *�	�� �	�������� ��� 	��� 
��
�
� �������
�
�� ���	���� ���������� ��	������ ��������

�����!
���  ��� ��������

�� ��	
�� �	��
�
�� � ��������

���
���������
���� 
� ��

�� �
��	���� 7��	��� ,���
� ��������
� ���� �� � 	����� 0Nouvelle m�ethode pour la r�esolution des �equations
num�eriques1� � ���	��� *�	�� ��� ���	��� ���������
� � ��	� ��
� 0Le bulletin des sciences par la soci�et�e philomatique de Paris1� # ���
�
� ������ ���� ���� ���	�� ���
��� ������ 	��
������ ��
����
���
� �	��	����
�� �	��� # ����� �
��� Biographies of distinguished
scienti�c men� �� ���� $	��� �Arago� ���� ���������  �� *�	�� 0� �

���������� ��� ��� ������	!��
�� ������ �����
��� "������



��� ���

��
 � ������������� ����
 


� ����� ���� �� �	������	�� �
���	������1�  ���� ���������
 �� �
 �	������� ���� ���	��� � ����� ���� � ���� ���

��� �� ������ � 	���� ��	� ��
�������� 
� �	���!�
�� *�	���
3��	� �	������� � ��	� �� �� ��

�� ���	���� �	���
�
�� �����
	�� ���� �����
  ��� ��������

�� ��	
�� ���
�����
��� �	���

�
�� �� Z�x� ��� �	��
�� 
��� 
� ��������

�� �
��	���� �����
��	����� �
 	��� �	����� �����
�� ��������

�� ��	
�� �Bocher�
��������	� ( ���� �� ����� 3��	�� ���
������ ���
����

�� ���
	��� ������
�� � ������������ �� ���������
�� ���	��� ,���
�
�	������� �����
��� "� 
���� �����
���� ���	��� ,���
� ��!�

� 
���� ����� � ������ #�
��
�� � � 	������ ����	�� � �� �	���
��� �	���!�
�� *�	�� ��������� �� �� �� ���� ������� �� ���	��
�	��
�
��� 7��	��� ,���
� ����!����� �������
��� �
���
���
��������� ��� �� ������ � 	���� ���� �
� ��������� ��
��� ����
	��� #�
��
�� ���� �� ����	��� � ���� � �	���� ��������� ��
���
������ ���
�� �	���� ���� �� �Akritas� ����a� ����b �����
�� �����
����

�� ��	
�� �	��
�
��� ������� �	������������ ����� 3��	��
�� ��������
����� �(�� ���!� 	��� ����� � �Akritas� ���	��

	��

������� 0-��� ! ����*  !#�)'!% 8�-��� ��*����!� ,�1��
#�,���$2 )����%

2��� 	���� �� 
� �
��� ���	���� *�	��� ����	�� ���� 
�� ����
��!
���� ��	������ �������� �����!
���  ��� ��������

��
��	
�� �	��
�
�� � ����� ���������
���� 
� ��

�� �
��	���
�� � ����� �� ������� ��� 3��	� ��������	��� ���� ����� ��
��� �
�� �������  ��� ��������

�� ��	
�� 
� ���� �
��	����

	����� ������� 0-���

7��	��� *�	��� ���������

�� ���	��� � ��	� ��� ���!� ���
��� �
� � �
��� 0Analyse des Equations1� ���������

�� �������
����� +���� � ���� �� 2�� ���	���� �
���� ��� 
����
��� ���	���
,���
��*�	�� �� ��!� �	���� ,���
�� ��!
� 
���� �� �� �� ����
	������ �� ���	�� �	��
�
��� �-�	��� �Hurwitz� ���	 �	��������� ��
���  ���
�� �� �� ���� ����� ���	���� � '�	����� �Obreschko��
���� �������� �� 
� �� �� �������
�� ��	
���� )� �	������ ��
���� ����� ��� ����!�� �������� ��� ����� ���� 
�� �
��	�����



8
��
�� 4��	
 � �
��� ;����� ���

��� ����
 ��	

���
��� � ����� ���������
����� �� ����!�� ��� ���� ��
������ �� �� ��������

�� ���������
����

���� 	����� "���� p�x � � 
 ���
�����
�� �	��
�
�� ����
��
� n � � � ��������

�� ���������
����� � ����� � 
 ���
 ��
��� ��������

�� ��	
�� ���� ����� ����������� %� ������� 
�
����� � � � ���
��� p�x � p��x ��	������
�� �� ���
��� p�x�
����� �������������
 �
��� � �
��	��� �� � �� � � ���������


�
��� � �
��	��� ��� �� ��

&������
	����� &���� 
����	������

� ������ �� 	������	�
��
��	��� 	���!�
�� 7���	� p�a � x �

P
��i�n�p


i��a�i��xi� ���

p
i��a ���� i�� �	������
��� "	�����!���  �� � ����� �	��
����
m � �� ����� �� p��� � � p���� � �� �����
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��� x 
� � � � ����  ����
�
��� � ��� �������  ������ �����������
���� �
�
������	� �
�� ��!�� ����
��� x 
� � � � ����  ���� ��� �
��� � ��� ������
��  ������ �����������
���� �������� �� �
���� p
m���� ��	���
��
����� �� ����	�� � 
� ������� ��	
���

&������
	����� %������������ �� ��������  ������ � �� �����
��	�!
�
��� �



��
 ���

��
 � ������������� ����
 

����*����!� 	����� )� ����	���  �� ��!�� ����� 
�
������
 �
��� cp � cq �p � q ��
� 
�� �� �����
� 
�� �����������
����
��������
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 ��� 
�� ��

�����	��� �
� �
�� x�� 7���� �� �S� ���
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��
���� pk���x� ����	�� �������  ������ ��
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�� p��x � �x� � �� 7���� p��x�p�x � q� � p�x �
��p�� �x���q�x����� �p�x� �q�� �� �� 	������ ���� ���
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� � n�
n����� � jp�xj�
n���

� � �S	

STURM� )���� ��������3��	�� �����
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���� � ��� �	��
�� ��	
���

��'��� .���	����� �
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�� ��	
��� ����
���� �
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���

�� �#� ���
�� �	�
��� ��	
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���� �
��	�� ��b��b�� l� �� �b� r� �� �g� "��!���
I �� �� ��� I 
 ������ �
��	�����

�� �'�
���
�� �
��	���� "��!��� l �� l� � r �� r��

�� �'�
��
�� ���� "������� ���	���� ��	��� �� �����  ��� ���
�!����
�� ��	
�� � �
��	��� �l� r� :�� ������� �����
���
 ��	�
�� �� �l� r 
 ��� ����	����� �
��	��� �
 ��������

� ������ :�� �
��	�� ����	!�� ���� ��
��� ��	
�� �� �

������ 
� ��� ����
��	��� �l� �l� r�	 � ��l � r�	� r 	��
��
��
�� ����	�� ���������� � ������ I� ��� pw��l � r�	� � ��
�� ����
���� �
��	�� ��l � r�	� �l � r�	� �������� 
� ������

�� ���
���� :�� I �� �� �� ������ �� ����� ������ ��	��� �
�
��	�� �l�� r� � ��	���� � ���� �� ��� I � � � pn�"ag � �� ��
������

�� �'����
�� ��	������
�� ��	
��� :�� pw�x �� pw��x� ��
����
��� f���!��� pn�flag �� �� ��	���� � ���� 	g� �
� �
������ �:�� �� ������� ������ �� ��	������
�� ��	
� ����
���	� 
� ���!����
��� � �� �!� �
��� �� ����	�����
�
��	���� ��
� 
�� � ���� �� �� �
��	���� ����	�� ��
��� ��� �� ��	������
�� ��	
��� 
�������� � ���!�����

�� ����������� � ��!
� ����	�!����� 
� ���������������
�
��	��� � ��	������
�� ������������ � ��� �	�����
��

����� ��
�
�� ������ �������� STURM� .� �����
�� ����
	���� ���
������ � ����
��  �� ����� 3��	�� 
 ��� �� ��������
����� ���
��� � +��� 	�������� ������� ����� �� �� ����� 	���
���
� �	�
��� �� ���!����
�� � ��	������
�� ��	
�� � ����
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 � �
��� ;����� ���

��� ����
 �	�

�	��� �� �����
�� ������� � �
� ��������
��� ������  �� ��
��
�����	���  ��� ��������� ����	�� ��!
� ���� ����
�
��
,��� ����� ��� p�x � p��x� �� 
�� 
� ��� 
� 
�!
� ������  ���
�� ����	����� ��	������
�� ��	
�� �������� �
� ������	� 
�
���!����
���

+� ���� � �� �� ����� �����������
����3��	�� sseq�x� � �
�� � �� ������  �� ��� ����
����� �� �	��� Ofn�L��jp�xj��g�

+� ���� 	 �� �� ����� ��	�
�� �	�
��� b �
� �
�� ���!�����

�� ��	
�� ���
��� p�x ��� p��x�� �� ��� �� ������ � 	���� ��	���
��� ����
����� �� �	���Ofn�L�jp�xj��g� �	��� ����� �� ��	�� �	��

��� b � ���� ���� 
��	����
��
���  ���� ���� ��� �
���
���� 

��� �����
� 	� �� ���������
�� 
� ���� � ��� 	����
��
��  ����
��� ������� �	� ��������� �����
��� �
��	��� ��� b ��� ��b� ���
����� ���!� ���� 
��	����
��
����

#� ���� ����	� �	���� 
���������� �� ����
�
�� ���� �� 8��
������  ��� �������� ���	���� 3��	��� �� ����� ���� �
 �����

�� ����� �
� �
�� ��!���� ����
�� �����������
���� 3��	�
�� � ��

�� 	����
��
�� �� ��� �������� 
�� 
�!�
 ����� �
��
�
� �
�� ���
��� � ���� �� ��� '����� ���� �������  �� ���
p�x �

P
��i�n cix

i � a�d 
 
�
����� 	����
��
��  ���� d � ��

�� �
��  ��� p�a�d ��������� �� �
����
P

��i�n ciaid
n�i ���� ����

!�  ���

�� �	���	 
�!�� "������ �� ��!�� ��	������ �
��
���
��� � 	����
��
�� �� ��� �������� ����� ��� ���

��
�	���������� .� 	���� ����	 ���� ��������  �� �	���� 
����������
�� ����� �� ���
��� 	��
�

Ofn�L��eL�jp�xj��g� �S�

��� e � maxfjaj� dg� )� ��	�� ������ �����!
�� �� ��� � ���

�
 �� �����
 �
� �
�� ���
��� �� ������� � 
�������� �
� �
���
e� ����������� � �� ���
���� ��
� 
�� e ������� ��  ��� ���
��
������� ����	�� ��!
� ���� ����
�
��  ���� ������� ��	
��
4���� �� ����� �	�
��� �� L�e� �	����	����	��� �S	 � ����
���������  ��

L�e � jL�)��j � OfnL�jp�xj�� � nL�ng�

,��� ����� n � �����
���� �	����������� �
��	�� �� ��� ���
�
����� L�n � �� � �� ��!�� � ������  ��

jL�)��j � OfnL�jp�xj��g�



�	� ���

��
 � ������������� ����
 

 �� ���!� ��	�
� �����  ��� ���
�� ������� "������

L�e � OfnL�jp�xj��g�

�� ��������� �����
�� ��	�!�
�� � �S�� �����  �� � ������ ���
 �� �����
 ���
�����
�� �
� �
�� �� ������� �� �	���

Ofn�L��jp�xj��g�

"	� �������  �� �� ����� OfnL�jp�xj��g ���
�� ������ ���
!���� �� 
� �����  �� n� �
��	����� ����	!���� ��	
�� �  �� ��
����� 
� �����  �� n��� ���
���� � �����������
����3��	���
�� ������  ��

TSTURM�p�x� � Ofn	L��jp�xj��g�

�(�� ���!� ����	� ����� ���� �
�� ��

��!���� '����� ��	
� �	��
�
�� p�x � x� � �x � � � �� ���
p�� �� �� � ���� �	���	� pw�x � p�x� )� �!� �
����  �� sseq�x �
fx� � �x � �� �x� � �� 	x � �� �g� � ����� ���� ������������  ����
������� ��� ���!����
��� ��� � ��	������
�� ��	
��

���

��
 ������
	��' ����
 � "������� ���	����� BPR
	���� ��	��� ��� ��� b � � ��� ��	�
�� �	�
��� ���!�����

�� ��	
�� ���
��� p�x ���� ���!� ��������������� �	���	 �
	���� ��	��� ���� �
� ��� 
�������� � �
��	��� ��� �� ��� p�� �� �
� p�� �� �� "������� ���	���� 3��	��� 
�������  �� � �
�
��	��� ��� � ���� ��� ��	
�� � ���

�� � x � � �� ��� ���
sseq�� � f�������� �g � ����� ��	���
��� �
����� � � x � � ��
��� ��� sseq�� � f��� ��� �� �g ��� ��	���
 �
����� 6������ �����
�� �
��	�� ��� �� ������  �� p�	 �� � �  �� sseq�	 � f�� �� �� �g 
�
����� ��	���
 �
����� ������� ��� ��	
� 
�������� � ��� 	 � �
��	�
�� �	� � ���� ����� �� 	������	�
��� 6������ ������ ����	�
�
��	�� ��� 	� ������  �� p�� �� � �  �� sseq�� � f�������� �g
���!� ����� ��� ��	���
� �
����� "������ ��� ��	
� 
�������� �
��� 	 � �
��	�� ��� � ��
�	�	������ 8���� ���� ������ �
��	�
�� ��� 	 � ������  �� p���	 �� � � sseq���	 � f���������� �� �g
����� ��
� ��	���
� �
����� ����� ��	����� ����	����� �
��	�
��� �� ���� ���!����
�� ��	
�� ���� ��� ��	 � ���	� 	� 8����
����  �� �	� �� ���
�� sseq���	 
�� 
� ��������
� �	������� �
�	�������� 	����
��
��  ���� ��� �� ����
���� �	� �
����
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��� ����
 �	�

�	���
� 	����� ���	���� 3��	��� ������� 
� �� ����� ����
�� �
��� �����������
����� � ���

� sseq���	 � f���� ���g�
���� 
��	���	� ��	��� �
�� ������������� �
��� �����
�  ���
��� � � � � � 	� � � � 	���	� � ���	� � � � ���	 � �� ��� �

��� �
���������
��� ����� ��� ���

�� �	���������

���

��
 �������
	��' ����
 � )� ����
��� x 
� �x � p�x � �
� ��� ��� p��x � x� � �x� � �� p�x� )� ������ ���� ����� 
�
�
����  �� ������� ����� ���
 ��	������
�� ��	�
�� � �� ����
��	�
�� �	�
��� �
� �
�� ���!����
�� ��	
�� ���
��� p��x�

� ���� 	�� �
��� b � �� �� �������� p��� �� �� ��� ��	������
��
��	
� ���
��� p�x 
�������� � �
��	��� ���� �� "������� ����
	���� 3��	��� 
�������  �� � ���� � ������� ����� ���
 ��	�
��
� ���

�� � x � �� �� ��� ��� sseq��� � f�	�� ������� �g � �	���
��	���
��� �
����� � � x � � �� ��� ��� sseq�� � f�������� �g
� ����� ��	���
��� �
����� "������ ����	����� �
��	�� ��
��	������
��� ��	
� ���
��� p�x 
 ��� ���� ��
.� �	�����

��� �	���	� ���
������ � ����
���  �� �� ��!�


� ���	����� ����� 
� ���� ��� �� �� ����� ��	�
�� �	�
��� b
�
� �
�� ���!����
�� ��	
�� � �	 ��	������  ��� ���
�� ���
����� 
�����������  ���� ������� ��	
�� ��� �� ����� �	� ���
��!��
�� �	���
� �� ���
�� ������3��	��� ���	�� ���	�� �����

� ���� 
������� ����� 	�����!�
� ��	
�� � �����  	���� ��
�
��!
�� �
� �
�� ��� �� ��	�
��� �����  �� �	����� ����	������ ���
�� ��
� 
���  ��� ������ ��� � �	� �� ���
�� ��� ���	��� �����
�	���

�� ���
��� '�� ���� 	������	������� 
�!��

# 	���� ��	�� �� �	��������� �	���� ����� � �
� ���������

�� �	������ �� �� ���
�� ��	�
�� �	�
��� b �
� �
�� ������
�
	��' ��	
�� �	��
�
��� � ������ � 	���� ��	��� �� ����������
����
���
�� �S	� 	�������� �	�
���!���� )��	� �Mahler� �����
����	�� ���� 
�� 
�!
�� �	�
��� ����	���	� ��	
��� ��� ���!�
�Rump� �����

	����� �$"!#���!� ,��2��% ��!+��%� ����!'$ &��"��!% ���
��+!�����$2 )����% ���!���!������� -��,���!�

# ���� 	����� �� ���	���	��� � ����!�� �	���� ���� ���
 ���
�� ��	�
�� �	�
��� �
� �
�� ���!����
�� ��	
�� ����

�����
��� �	��
�
�� � ����� ���������
����� 8���� ������
����!��
�� ����� ��� ��� �	���� � �� ����� 	���������� #� ��
������ �	�
��� ������� 	����
��
��  ����� �
���
���� �����
	��� 
 �����
� 	 ���� ����	� ����� ���� �
�� ��



�
� ���

��
 � ������������� ����
 

������� 	����� ��	���� ����� "���� p�x � xn�cn��x
n��� � � ��

c�x � c� � � 
 
�	��	���

�� ���
�����
�� �	��
�
�� �����
�
n � � � ����� ���������
����� ��� cn�k � � �� �	��
�� ��	�
�� ��
��� k� � � k � n� � ����� � 
  ��� ��� ��	������
��
���������
���� 7����

b � max
f��k�n�cn�k�g

fj�cn�kj��kg �C

������� ��	�
�� �	�
���� �
� �
�� ���!����
�� ��	
�� �	��
��

�� p�x � ��

&������
	����� .� ��	����
�� b �� ���� ����  ��

bk � �jcn�kj
�� ��!���� k� �������  �� cn�k � �� �� ���� k �����
�� 
�	���
����
��!
� ��	������� � ����

bn � �jcn�kjbn�k�
(����	�� �� ���� ��������������� k� ��� ���

�bn � �
X

f��k�n�cn�k�g

jcn�kjbn�k�

��
bn �

X
f��k�n�cn�k�g

jcn�kjbn�k�

.� �����
��� 
�	���
���� �� ���� ����  �� ��� �� ��������� b
������ x � p�x � �� �� ��	���  �
� ���� bn� ����� 
� ��
��� ����
�� ������
�� �
� �
�� ���� ��	������
�� ��������� "������
p�x �� � �� ���� x � b� �

( ��	���� ������ ��!�� �����������  �� ���	��� ��	��� �	�����
������� ��� ����� �� ���
��� �������� ��!�����  �� 
��������
�� �� ����� ��	
� k�� �����
�� '�
��� ��� 
� ���� ������  �� ��
��!���� k� �������  �� cn�k � �� �� �� ����� 
����
���� ����
 ��� k�� ������  �� �����cn�kcn

����
��k

� 	k
�

�

� ����� �� ������� b � 	k
����� ��� k�� 
 �������� �� ���� k�� �8��

������  �� �� 	������	����� ����� �� ��� ����� p�x 
 
� ����
�����
� 
�	��	���

�� ���
�� � cn � �� ��� �Akritas� ����b��
#� ���
�� ��!���� k� ������������� �������� ��	�����
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 �
�

"����
b

c
�

�����cn�kcn

����

  ���
�� �� 
�����	��� k� � � k � n� � �	�����!���  ��

	i � b � 	i�� � 	j � c � 	j���

7����� � ����
��

	i�j�� �
b

c
� 	i�j���

:�� ���!��� p � i � j � � � p � 	 � i � j � �� �� ��� 
�	���
����
�	���� ���

	p �
b

c
� 	p���

.��� �
�� ��	
� k�� �����
� �� �����
��� ��	�!�
�� ����

	p�k � �b�c��k � 	
p����k� �C�

:�� p � q � k � r� � � r � k� ��� � ����
��

	q � 	p�k�

,��� ����� p� 	 � q � k � r � 	 �

	
p����k � 	q � 	
r����k � 	q��� �C	

�������� �r�	�	 � 	 � r � k��� '�5���
�� �C� � �C	� ��� ���
k� � q � 	� *���� ���� �� ��!�� ��� ��� ��
���� �
� �
�� ��
k�� ��� r � k � 	� # ���� �� �� �r � 	�k � � �

	
p�q��k � 	q��� �C�

���  �� k� � q � ��

.� �	�����

��� ����!��
�� �� ���� ����  �� ���
�� ���	����
� �	���� ���� ���������

�� #� ���
�� blog� jijc� 
��������� ����� � log� jij� �� �����
����� i �� ��

�� #� ���
�� 	k �� 
���	������
��� �����  ��� k�

�� #� ���
�� �jij�	k� �� ���� ���� i � k� ���!����
�� ��
��	������
��� ��� �� ��	����
��

�x� � bxc� ��� x � �� � �x� � dxe� ��� x � ��

"	���������  �� � 
�� ���� ��������
�� ���	���� �� ����
���	���� ���� ���!� ��	�!
�
�� �� �	��	����	���
�� � �����
	������ �� ����� �������� ���	����



�
� ���

��
 � ������������� ����
 

BPR� #�	�
�� �	�
��� �
� �
�� ���!����
�� ��	
�� ���
��
����
��� �	��
�
�� �Upper Bound on Values of Positive Roots of a
Polynomial Equation

�'��� "��
�����
�� �	��
�
�� p�x � cnx
n � cn��x

n�� � � � �
�c� � � � ����� ���������
�����

��'��� 6����
��
��  ��� b� �
���
���� ����	��� 
 �����
� 	
�b 
 
����
���� �����
� 	� ������  �� j�cn�k�cnj��k � b ��
� � k � n� � cn�k � �� :�� � p�x 
�� ��	������
�� �������
���
���� �� b � ��

�� �.
����������� :�� lc�p�x� � �� ���!��� p�x �� ���p�x�
���!��� � 	��
��  ��� ��	������
�� ���������
��� ���
�
��� p�x � k�� �� �� :�� � � � �� deg�p�x� � �� �� ��	����
� ���� �� �
� � f���!��� j �� blog��cnc� t �� �g�

�� �'�	������ ��	������
��  �
��� %� ��!����  �
� cix
ni �

ci � �� ����
��� ��������� k �� n � ni� c�i �� j�cij� i ��
blog��c�ic� p �� i � j � �� q �� QUO�p� k� r �� p� kq� ��� r � ��
�� ����
��� fr �� r � k� q �� q � �g� k� �� q � �� ��� r � k � ��

�� ����
��� fc�n �� �cn�	�k
�k�� ��� c�i � c�n� �� k� �� k� � �g�

��� t � � �� k� � k��� �� k�� �� k�� t �� ��

�� �#����� #�	
��� 	����
��
��  ��� b �� 	k
��

�

����� ��
�
�� ������ �������� BPR� "	�
���� �� �
����

�� ��	�!
�
�� �� �	��	����	���
�� � ����� 	������ �� �����
���������

3�� � ����
����� �� �	��� OfL�jp�xj��g�
'�
� ����
�
�� ���� 	� 
� ����	�� �� ������� k�� ������  ��
j�cn�k�cnj � 	k

�

� ����
����� �� �	��� � cfk � L�jp�xj��g� "��
������ ��� 	 ����
����� ����� ������ n 	��� �� ���� ���
�� ��� ������	�� �� k � �� � � � � n�  �� ��� �	��� 	����� ����
Ofn�L�jp�xj��g�

3�� � ����
����� �� �	��� O�jk��j � �� "������� k�� 
 ����
 ��� � ���
�	
�� �� 
������ �� ������  �� �	��� ����
�
��
���� 	 ����
�	��� 
�� �	���
�� ����
�
�� ����� ���	����� ��
���������
��

tBPR�p�x� � Ofn�L�jp�xj��g�
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�

��!���� #����������� �	����� �����  ���� �� ����� ��	�
��
�	�
��� ���!����
�� � ��	������
�� ��	
�� �	��
�
�� p�x �
x� � �x� � � ��

%� ���!����
�� ��	
�� �� ��������� ���
�� p�x� ��� �

����� "	���
�� ���	��� BPR� �� ��� ��� 
� ��	��� ���� � � ��
j � � � t � �� #��	�� ��� ����
����� ����� ���
 	��� � �� �����
k � 	� c���� � c�� � �� i � 	� p � �� q � �� r � �� k� � �� c�� � ��
� �������� c�� � c�n� �� ��������	��� k� �� 	� � ���� �
�� ��
������� k�� �� 	 � �� �	������ ���� ��� ��� b � ��

%� ��	������
�� ��	
�� �� ����
��� x 
� �x� ���  �� �
�
���
������ ���!����
���� )� ����� ��� ��� ���
�� �x� �
�x�� � �
��� �	���
��� BPR� +� ���� 	�� 
� ��	��� ���� ���
��
����
����� 
� x� � �x� � � ���� "��	��
���� ������
�  ������ �
�� ����� ��	�!
�
��� ������ b � ��

"��� �� �� ���� ��	�
�� �	�
��� b �
� �
�� ���!�����

�� ��	
�� �	��
�
�� p�x � �� "������� ��� !� ����� �	�����	��
BPR� �� ��!�� ���!� �� ����� ����## �	�
��� blo �
� �
��
���!����
�� ��	
�� �	��
�
�� p�x � �� &���� ��!
� �	���	����
 �� blo � ��blo�inv � ��� blo�inv 
 ��	�
�� �	�
��� �
� �
�� ���!�����

�� ��	
�� �	��
�
�� p���x � �� # 	���� ����	 �� ����� ����!����
��������
�� ������ ��� �
�� p���x�

	����� �$"!#���!� �!+��% ����!'$ ��##����!� ��+*- ���
 $�! *,-�� )�����! ���!���!������� -��,���!�

%����� ���
�����
�� �	��
�
�� p�x � �� � ���� 	����� ��
����� �� ����� ��	�!�
�� �� ��	��
�� �����
� � 
�	�� ���
���
p�x� �� 
�!
�� �	�
��� 	������
�� ��!�� ����� ����� ��	
���
�����	���	 ��	
�� �	��
�
�� p�x � � ���� ���!� ��	����
�� ��	����
2��� 	������� ��������� �� ���� ����� ���	��� )��	� � ��	���
��!
�� 	�� � �
���� �	���
� 	����� 
� ����� ������3��	��� 
�
������ ����� ������� ������������ �� �����
�� ��������

��
��	
�� �	��
�
��� �"	��������� �
��	�� 	����� �Mignotte et al��
������

������� 	����� �)��	� :�� p�x �
P

��i�n cn�ix
i 
 ������
��

�� ����	���� ���
�� �����
� n � 	 �� ��
�� ��	���

�� � �����
���������
���� � ) 
 ����	���	 ��� ��	
��� ��

) � p
�n�
n�����jp�xj�
n���

� � �M�

&������
	����� -��
�� �
��	���
�� � ���� �������������
 
��
	���
���� ���	��� ����	 � ���	��� $����	� �� ��	��������� �����
	�� ��!�� ���� ���	���	���
� �������� ��	�����



�
� ���

��
 � ������������� ����
 

:�� ����
�� dij� i� j � �� 	� � � �� n� ��	�������

d � det

�
� d�� � � � d�n

� � �
dn� � � � dnn

�
�

������� �	������
��� �������
���  ������ ��

jdj � f
Y

��j�n

�
X

��i�n

jdijj�g���� �M	

� 	���
���� ����� ������ ��� � ����� ���X
��i�n

dij $dik � � �� � � j � k � n�

��� $dik ����
� ��� �������
�����	�!�

�� � dik� �%������������
���	��� $����	� ��!
� 
���� � �
��� �Marcus� Minc� ����� ��	� ��
�� 	����

%� ������������� ���	��� ����� ��� ��� � � � � �n 
 ��	
� �	��
��

�� p�x �

P
��i�n cn�ix

i� � ���!��

r�p�x� � jc�j
Y

��i�n

max�j�ij� ��

7���� �� ���	��� ����	 	����� �Specht� ���� �� ����� 
�	���
����

r�p�x� � jp�xj�� �M�

��� �� ��	����
�� ��	�� �������  �� jp�xj� � jp�xj� � jp�xj� �
�n� �jp�xj��

"���� ����	� ��	
� ���
��� p�x �	�
���	���
� ����  ��

j��j � j��j � � � � � j�N j � � � j�N��j � � � � � j�nj� �M�

� �����

v�p�x� �
Y

��ij�n

��i � �j �
Y

��i�n

Y
ij�n

��i � �j

�	� �������  �� v�p�x� � � �	� n � �� 9�	��� ������
��  �� v�p�x� �
dv� ��� dv 
 ��	������� #�
��	��
��

dv � det

�
����

� � � � � �
�� �� � � � �n
��� ��� � � � ��n
� � �
�n��
� �n��

� � � � �n��
n

�
���� �



8
��
�� 4��	
 � �
��� ;����� ���

��� ����
 �
	

,��� ����� ���!�� v���p�x� � ����� � � � �N �
n���v�p�x�� 7����
v���p�x� � d��v � ���

d��v � det

�
�����
�
�
n���
� � � � �

�
n���
N � � � � �

�
�
n���
� � � � �

�
n���
N �N�� � � � �n

� � �
���
� � � � ���

N �n��
N�� � � � �n��

n

� � � � � �n��
N�� � � � �n��

n

�
����� �

7� ���� d��v ��� ����� �� dv ��
�!�
��� i��� ������ ���	���� �����

����������� dv� 
� �
�
n���
i � � � i � N � "������� ����	� ������
��

�
� �
�� ��!���� ����
�� � ���������
���� ��	������� � �� ��

�	���
���� $����	� �������  ��

jv���p�x�j � jd��vj � nn��� �M�

6���
���� ����� ������ ��� ��
��	���

�

j��j � j��j � � � � � j�nj � �

� X
��k�n��

$�ki �
k
j � �� �� � � i � j � n� �M�

"���� i � �� ������ �	�
���� �� �
���
�� ��	��� ������
�� ����
��
��
�� ��!�� �������
���  ������ �� ������  �� �M� �	�
�����
��� X

��k�n��

$�ki �
k
j �

X
��k�n��

�$���
� �j

k � ��

� ��
�!�� ��� ��	�!�
�� 
� $���
� �j��� ��� ��� �$���

� �jn � �� ������
���
��  �� n  ���
�� �j���� � � j � n 
 ��� n 	��� 
�� ��	
��
�	��
�
�� xn � � � �� '�
���

xn � � �
Y

��j�n

�
x� �j

��

�
�

��
�n�x

n � �n� �
Y

��j�n

�x� �j�

7���� ��	����� �� ������  �� jv���p�x�j � nn�� ����� � �� ��
p�x � c�x

n � cn� ��� jc�j � jcnj � ��



�

 ���

��
 � ������������� ����
 

7���	� ����� r � s �����	���
�� � � r � s � n� )� 
���	��

� ��� ��� �	�
��� �� jd��v���r � �sj �������� �
���� 
�� �����
����	�� �� �����  �� �	���
�� � jd��vj�

(
� �� � ���	���� ��������������� ��	������� #�
��	��
��
dv� �� ��� s�� ������ �� r���� ���  �� 
���� r�� ������ ������� ��
����
���

�� �r � �s� �
�
r � ��s� � � � � �

n��
r � �n��

s �

��� �
� ������ 
� �r � �s� 8���� 	������ ���� ������ 
� �r � �s
� ��� �� � �� ����� 
���� ����
��� r��� ������ ���	���� ���
������������� jdv���r � �sj� ��� �
� q�� q�� � � � � qn��� ��� q� � � �
qi � ��ir � �is���r � �s � �i��

r � �i��
r �s � � � �� �r�

i��
s � �i��

s � i � ��

"������  ���
�� dv���r � �s ��!�� ����	� ���� ��	�����
� ���
��	�������� � ����	�� r�� ������ ������� �� ����
��� q�� q�� � � � � qn���
� �����
�� n� � ������� 
 �� !��  �� � � �����
�� ��	�������
dv� 6������ ����	� �
��� ���� 	��� � � � � N �� ������ ���	���� ��������
�������� 
����� ��	�������� 
� �
�!���� �n��

� � �n��
� � � � � � �n��

N
�����������

�� �� ��� ��� ��	������� �� �
� �
��� jd��v���r �
�sj� 8� ���� �
��� r��� ������� ���� ��	������� ��������� �
��	�������� d��v� :�� r�� ������ ������� �� ����
���

q��
�
n���
r � q��

�
n���
r � � � � � qn���

�
n���
r �

��� r � N � � ����
���

q�� q�� � � � � qn���

��� r � N � "�������

j�rj � j�sj � j�rj
�
� � �� r � N�

� � �� r � N�

������
�� �
� �
�� �����������
�� ����
��� r��� ������ ��	��
������ 
� �	��������� �� �� 	� � � �� n � 	� n � � �����������

�� "��
����� �� 
�	���
���� $����	� �� �����

���� d��v
�r � �s

����
�

� nn��f�� � �� � 	� � � � �� �n � ��g�

"������� ����� � ������� 	��
� n�n � ��	n � ����  �� � n����
���
 ����
�� 	������� �	�
����� ���

���� d��v
�r � �s

����
�

� ����n
n���� �M�
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6���� �M� ��
������
� j�r � �sj�� ��� ���

j�r � �sj� � �n�
n����d��v
��

��

j�r � �sj� � �n�
n�������� � � � �N ��
n���fv�p�x�g��

.� 	���� ��	�	 
�� ������
��  �� ����	���
�
� discr�p�x� ���
���
p�x 	���


c�n��
�

Y
��i�n

Y
ij�n

��i � �j
� � c�n��

� fv�p�x�g��

�� ���������
�� �� ��!�� ���!� 
�������

j�r � �sj� � �n�
n����c����� � � � �N ��
n���c�n��
� fv�p�x�g��

��

j�r � �sj� � �n�
n���fr�p�x�g��
n���discr�p�x��

+���
��� �������� ���������
�� ���
��� p�x 
 ����  ����
�� ����� j discr�p�x�j � �� ��� ��� discr�p�x� 
� 	���
 
��� ,���
����� ����	�� r � s ����  ���� j�r��sj � )� � �������� 
�	���
�����
�M�� �� ����	���� ������������� �M�� �

��!���� %� ���
��� p�x � x� � �x� � �� ��� ���

) �
p
� � ����� � ���� �

p
�p

�� � ��� �
� � �p

	�� � 		� �
� � �
����

� �������

2�� ��
� ����  �� 
����
���� 	������
�� ��!�� ����� ����� ��	�

��� ���
��� p�x ������  �� �������
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	��

������� 5�*��� ! *,� ����*� '���$2 *�� �% *�� ��*����!�
,�1�#�,���$2 )����%

%� ��� ��	 �� 	������	���� ����� 3��	�� �����
�� �����
����

�� ��	
�� �	��
�
��� .���	� ���� ��� �� ��	��� ������
����!���� 	�������� � �
 ����� ������ �	��
�� �����!�
����
# ���� 	����� �� �������� ��� ������ ���
�� �	����� �����

��
� ���	���	�� �� �����
�� ��������

�� ��	
�� �	��
�
��� ��	�
��� �� ���� ������� �� 	��	�����
 � ���� �� #�
��
��� �Vincent �
������� �����
�
����
��� � �� �	��� ��� ���	�� �� 	��	�����
 �
���� �� ����	�� �Akritas� ����a� ����a� ����b � ��������

� ����	��
������ 3��	�� �� ���� �����
��� )� 
� 
�� � ���	��� ,���
��
����	��� ��� �!� �����
����� �������
�
� ���	��� *�	���

	����� ������� 5�*���

9��� ���	��� ,���
� �������� ��	���� 	�
��� ���	���
*�	��� �
� 
� ��� ���� �
� � �� �� 
� �������� � ���
��	�
��
������� �� ���	�� �	��
�
��� '�
��� �
� ����� � �
� ������ �
��
 �
��� ������  �� ��������� ��
��� ���	��� #�
��
��� (�������
��	���	���� ���� ���	��� ����� �� ������ #�
��
�� ���� ��

+���� ���	�� ��	��� ����� ��� ��#�����		
� ��	��

���	�	�� � ���
��� �	�������

������� 	���� �,���
� ���� ��� :�� � �	��
�
�� p�x � � ��
��
�����
� x �����
� n � � �� ������ ��� ������
���� x �� p � x� �
x �� q � x��� ��� p � q 
 ��������

��  ���� ������  �� p � q� ��
����� ��	������� �������� ����	!��
���

i� "	���	�����

�� �	��
�
�� ��
������
� x� � x � p 
� ��!��
����� ��
��� ��	���
 �
�����  �� �	���	�����

�� �	��
�
��
��
������
� x�� � x� q�

ii� 4��� ��������

�� ��	
�� �	��
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� ��� !�� ��� ���	��� ��	��� ���� 
�� ��	�
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��� ��  ��� ��������

�� ��	
�� �	��
�
�� p�x � � �
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�
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��� �
� ��������� ����� ������
���� x ��
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� ������� �� ��������� �����������
����
���
����� ��� ������
���� 
��������� ������������� +<����� ��
���������
 ���� ������������� � ����� �� �
� ������ 
�!� �
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�����

	����� ��*#����,)! �< !-#� ! !2 ,�&*�%#�,!� �� )���! -��,�
���!�
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����� 	�� � ����!��
�� ���	���#�
��
�� �� 	���� �����
��	��� ������
���� ���� x �� a � ��x� '
� �	�
���!�� �����
�	��
���
��
�� ������
����� �� ������
���� )<������ 
����

��
�  ���� $������ *� )<����� ����������� ����	�� ��	��� ��� � ���
������������� �	���	�����
�� � �	������
�� ������	���
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���

x �� M�x �
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�

��� a� b� c� d 
 �������
��  ���� ������  �� �� ��	������� ad �
bc ��� �
 �� 
��� �
� 
��������� ���!� ����������� +<����� �
���	���

� ����
� ����� x ��M�x� det�M �� ��

%� ����� x � C ������
���� x ��M�x �������� 
����	������
�

� ��	�!�
��� �� ��	����
�� ����	 �	� �������  �� cx � d �� ��
� �	����
�� �� �� �� ������� M��d�c � �� :�� c � �� ��
�� ��!
� ����� ad �� �� �������� ��	������� ���������
���
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����� ���
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�
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�

���� ����� � ���� �� �� M�� � �� � �� �	��� ��� ��� c �� �� ��
M�� � a�c�

&���� �������  �� ��!��� ������
���� )<����� ������������� ����
�	��
�� ���	��� �� ���������
���� � ��� ��
����� ��	������ ����
���
����� "����

M �

�
M�x� ������  �� x �� M�x� M �
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m�� m��



�

det�M �� �� x � C �g

 �
�!����� ���� ������
���� )<������ ��� C � � C � f�g
 �����

�

�� �������
�� ��������� # M �������� ��
���
�� 	���
����
��������  �� ��� ������
���� A�x�B�x � M ��������� ��	�����
������ A�x � B�x �� ���� x � C � �� ��� � ����� ��� ����������
����
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m�� �m��



�

 �� 
�����
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���� )<����� 
������
���� �������#-��� ������������� �	���� M�
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�� ��!�� ����������� ���� ���!� �M�� ��������	���
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# ���� 	����� �� ����!���� ���	��� #�
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�� ���� ��� ����	��
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���� ����� ������� ���
�� �	���� �����
�� ��������
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�� ��	
�� �	��
�
���
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� �
��� � ������
��� ��������
�� �	���� � �
���� ��	��
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��
��	
�� ���
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d�� � � � �� cd � � �c� � �

� ��������

��� ���������
���� cj � j � �� �� 	� � � �� d� ����� �����
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� � ��	������
��� ��������

���  ������� �� ��� ��� �����
�����
�� ���!����
� �� ���������
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� ���� ��	���
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�����

&������
	����� "���� ��n� n � �� 	� � � � � k� 
 ��������

��� �
��m � i�m � m � �� 	� � � �� s� 
 �������
�� ��	
� �	��
�
�� p�x � ��
��� �� �	�����!�
�� �n � �m � � �� ���� n � m� "��
�� p�x
��!�� ���� ��	�!�
 � ���� �	�������
�� c�� �x�� � ��x��m����m�
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�!����� ���!����
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� �	� ��	���
� �
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�� ���!� ��	
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� n � � � ��������

��� ���������
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�
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�
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� ��
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�� �� �����
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� ��	������� � ����
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���
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���
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8���� 
�� 
�!
� ���������  �� ��
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'�
��� ��� �	�����
�� ��������� �������� �AD	� �� ��� ���

ck
ck��

�

�
n� k

k

�
�
�

� � �k
� � �k��

�

�
ck��

ck
�

�
n� k � �
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�k � ��n� k
�

�� � �k
�

�� � �k���� � �k��
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�k � ��n� k
� �� n
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�

�n
� �V�

��� Fk ���� k�� ����
� �����������
���� *���
�  � �� �� 	� �� ��



��� ���

��
 � ������������� ����
 

�� ��� 	�� � � � �

�n �

�
� �

�

n

���
n���

� �� �V	

"���� a� 
 �	������
�� 
���	������
�� ����  ���� � �����
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� � ����

x �
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qm � qm��
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���������������� ��	
� � 	��
�

rp�� � �
	
�pm�� � qm��a�pm � qma � qm��qmb

�

�pm � qma� � q�mb
�



�V�

� ��������
� ��	������
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:��� 
����	��� �pm�� � qm��a�pm � qma � �� �� �
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�� ��	����



��� ���

��
 � ������������� ����
 

��	
� �� ���� �������
�� ��	
�� �	���	�����

��� �	��
��

�� pti� � ��

b� "	�����!�� ����	��  �� x� 
 ��������

�� ��	�
� �	��
��

�� p�x � �� � 	������	�� �
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 ���� �	����
��	�
�� ��������

�� �� �������
��� �	��
�
�� p�x � �
� k 
 ��������������� ��	�
� �	���	�����

��� �	��
�
���
7����� � � ���� �����  ��

pmqm�� � pm��qm � ���m�
�� �V� �������  ��

k �
qm��

qm
�

���m
qm�pm � qmxk

�

��

k � �
�
qm��

qm

�	
�� ���m

qm��qm�pm�qm � xk



� �

�
qm��

qm

�
����k�

���

�k �
���m��

qm��qm�pm�qm � xk
�

7���	�����pmqm � xk

���� �
����pmqm � x� x� xk

���� � jx� xkj �
����pmqm � x

����
� )� �

qm��qm
� �
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 ���

��� ����
 ���

�� ���������
��

j�kj � �

qm��qm)� �
� �

Fm��Fm)� �
�

.� �����
��� ��	�!�
�� � ���	��� 
�	���
���� ��	��� �VI
�� ���� ����  �� j�kj � �n� 7���� ��	����� ��	
� k�
k � �� 	� � � �� n� �� �	���	�����

��� �	��
�
�� pti� � �� �����
����������� ��	
�� xk� k � �� 	� � � �� n� �� �	��
�
�� p�x � ��
����	�� ��� ��� 
� �� x�� ����� ���

k � �
�
qm��

qm

�
�� � �k� j�kj � �n� �V�

���� ��	
� �	���	�����

��� �	��
�
�� ����� ��	������
��
��������

��  ���� � ��������#��� ������ ��� :�� ������
������
����

 �� �
�
qm��

qm

�
u� k �� �

�
qm��

qm

�
�k� k � �� �� � � � � n� ��

���
�� � �� �k � ��� � �k� k � �� 	� � � � � n� ��

�� �	���	�����

�� ���
�� pti� ��!�� ���� ������
 � ����

pti� �

�
qm��

qm

�n
pti�u � c

�
qm��

qm

�n
�u� �� � � � �u� �n���

"������� ���
�� pti�u ��������	��� ���� �	�����!�
���
���� ������ �
 ����	!�� � �� 
���� ��
� ��	���
� �
����� ��
� ����
�� �� !� ��	
� �� �	���	�����

��� ���
��� pti��

+�� ������� 	������	��� ����	� ����� �� ��� ����� � �V� ����
�� ����� 	���
����� ����

�pm�� � qm��x��pm � qmx� � ��

:�� pm���qm��x� � �� �� �� �V� �� ������  �� � � �� �� � ����
��
� �	���	�����

��� �	��
�
�� pti� � � 
�� ��	���
 �
���� �����
������ # �� �� pm � qmx� � � �� ����� � ��� � �	���	�����

��
�	��
�
�� 	�����	����� � �����
� n� �� "������� �
��� ��� ��	
�
����� ��	������
�� ��������

��  ����� �� ���� ��� �� ����
������  �� pti� � � 
� ����� ��	���
 �
����� 7���� ��	����� ��
��
����� ������� ���	���� �



��� ���

��
 � ������������� ����
 

.� ���	��� ����� ��
� ���
��  �� m 
 !������ �	�
���  ���
������
���� ���� x �� ai � ��x� ����	�� ��!
� ���� ����
�
��
 ���� ��� ��� �	��
�
�� � 
� ����  �� ��
�� ��	���
�� �
���� �
�����������
���� ��� ���������
����

���*#�,!� 	����
� # �	�����!�
��� ���	��� �����

m � OfnL�jp�xj�� � nL�ng�

&������
	����� "� ��	����
�� m 
 
����
���� �
����� ������
 �� ��
��	���

� ����
����� ��� 
�	���
���� �V�� /�
��  �� ��
�
�� ���� 
�	���
��� �� �����!
�� ��� 
� ����� ����
������ ��� ��
���
���� m 
� ���
���� �	�����!���  �� 
� ����
����� ��	����
���  ��

Fm��
)

	
� �� �V�

"	���
�� ����
���
�� Fk � �k�
p
� �� �	����  ����� �	��
�
���

��	���

�� �� ��!������ ������ ��� � � ����� � � �� �� �V� ����
 ����  �� �m�� � 	

p
� � ���)� ������ ���� ����  ��

m � 	 � log� 	 � ���	 log� �� log�)� �V��

,��� ����� 
����
���  �� �� ���	��� ��	��	 �Mahler� ���� �� �����

) �
p
�n�
n�����jp�xj�
n���

� � �V��

:�� �� ��5���
�� �V�� � �V�� � �	���� �� �
���
�� ��� �����
 �� L�jp�xj	� � L�jp�xj��� �� �������� ����� ������
�� �7�� !�
	������� ��� ������ ��� �	�����!����  �� 
� ����
�
� ���	��

�	���
���� �V��� �

# �����
���� �	����������� �
��	�� �� ��� L�n � �� �� ���
��� ��	����� �� ��!�� � ������  ��

m � OfnL�jp�xj��g� �V�	

7��	��� ����� ��!�� ������������� �� �����
�� ��������

��
��	
�� ���
�����
��� �	��
�
��� 4���� ������� ��� �
� �	����

������ ������� �������� ��� ��
���� � � ���� ��
���
�� ��
�����	��� 
�����	��  ���� ������������� ���	��� ������ ���  ���
��	� ����
����� 
� y�
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i� "�����
���� ���
�� �	��� �V� ��!�� ���!� ���� ������
� ���

x ��
pmy � pm��

qmy � qm��
� �V��

��� pk�qk ���� k�� ���������� �	��� �� ���
�� �	���

a� �
�

a� �
�

a� �
�

� ��

�� ��� �!� ����	����� �� k � �� p� � �� p�� � �� q� � � �
q�� � � �� �����

pk�� �� ak��pk � pk��� qk�� �� ak��qk � qk��� �V��

ii� 6������
�� ��!�� ����� �����������
��� ����������� �	����
�� 	��
� jpm���qm��� pm�qmj � ��qm��qm� /�
��  �� 
����
��
��� �
� �
�� qi ���	� ������ ����� ai � � �� ���� i� 7����
qm � Fm� m��  ��� *���
�  �� 2�� ��5��
���� �� ��� ���
�������� ����� ��!��  ����� *���
�  � � 	������
��� ) �
���	��� ������

iii� "���� pti�y � � 
 �	��
�
��� ��� �

�� �� p�x � � ����
������
���� ���� �V��� ��������������� 	��� ������� � �
�
��	���� 8�������  �� �V�� ����	�!��� �
��	�� � � y � �

� x��
��	��� 
����	��� �

�� ��
����� �� �� ����	��� 

�����������
�� ���������� �	��� pm���qm�� � pm�qm� :��
��
� ����� x��
��	��� ��
����  ��)� �� �
 ����	!�� 
� ����
��
��� ��	
� �	��
�
�� p�x � �� � ��������������� �	��
�
��
pti�y � � ����� 
� ���� ��
��� ��	
� � �
��	��� �����

iv� :�� y� 
 ���� ���!����
�� ��	�
� �	��
�
�� pti�y � ��
�� ��������������� ��	�
� x� �	��
�
�� p�x � � ��!�� ����
���� ��� �
 �� �V��� )� �
��� ������  �� y� 
�������� � �
�
��	��� ����� �������� ��������� ������ y � �V�� ���
 	�� ��
� �	������ �� ��� ��� �� ���!����
��� ��	
� x ����	��
���� �
��	��� 
����	��� �

�� ��
����� �� �� ����	��� 

��� pm���qm�� � pm�qm� ��!���� ���!����
��� ��	
� ���
����������� ���� ���
�� �	���� 
�!
� �� ����� 
� ���� m

���
��  ���
�� �� �����
�� ����� ���!����
��� ��	�

�� ���� �� �!� �����
��� ��	������
�� ��	
� ����� ����
�����
�� ��� �� ����
�� x 
� �x � �����
�� �	��
�
���



��
 ���

��
 � ������������� ����
 

	����� �,� ����*� '���$2 *�� �% ��*����!� ,�1�#�,���$2
)����%

.� �	�����

��� ����!��
�� � ����
��  �� �� ���
�� 
���
��
 ���
�� a�� a�� � � � � am �� ������
���� ���� �V�� ����	�� �	������
� �	��
�
�� 	��
� � ��
�� ��	���
�� �
����� ��������� �	�����	�
�����
�� ��������

��� ��	
�� �.� ���	��� ,���
� 
�� �������

��  �� �
� �
�� ��������� 
���
���  ���
��� ai �� ���
�� ��� �
�����������
���� ���������
��� �	��
�
�� p�ai � x � � �����
��	���
 �
�����  �� � �	��
�
�� p�ai � �� x � ���

.������ ��� ������ ���
�� �	����� #�
��
��� ���� ��� � ����	�
���� ��� ��������������� ���� 	��� 
�� �������� �� ���
�� 
��
��
��  ���
�� ai ���� ����	� ����� ���� �
�� �� ��� �� ������

�!�� 	��� �� ��!�� ����� ����� �������� ��!
� 	������	�����
��� �
��� 	��� �� ��!�� �
���	���� 6���
� � &������ 7� ����
��	��� ������
��  �� ����� � � � � � � � � � ��!�� �� �������
��������� ����� ����������

i� � � � � 	� 	 � � � �� � � � � �� � � � � � �6���
�

ii� � � � � � �&�����

# ��
��� ������ ���
�� �	���� #�
��
�� ���� �� �!�� �� ���
��
��������� 
���
���  ���
��� ai � ������� ��	�� ���
� 
�� �	�	��
��
��� ai �� ai � �� � ��!��� �� ����	�� �� ��!
� ����
���
����� pti�x �� pti���x ��� 
�����	��� ���
�����
��� �	��
�
��
pti�x � �� � �	���	��� ����
�
��  ��� ��	���
 �
����� 2��� ����
��� 0� ��1 �	������ � ������ � �����
�
����
�� ������
���� ��
���������
�� ��� �	���� ����� ��

���� 
������� (������
���
���	���� �� ����� ������ �� 
� �	�������

# �� ����� �	���	� ������ #�
��
�� ������ ��	
� ���
������

��� �	��
�
��

p�x � �x� ��x� � � �� �A�

��� � � � ���� � � � � ���� 6������	�� a


�
� � ��	��� 
���
��  ����


�� �� �� ����	�� 	��
� � ���� "	� ���������
�� ������ #�
��
��

�� ��	��
� ��
� ������� a


�
� �� �� pti�x �� p�x � �� �����

pti�x �� pti�� � x� "�������  ��� ��	���
 �
���� � ���������
���
���� ���������
��� �	���	�����

��� ���
��� pti�x 
� ���

��
����� �� ���� �	�	���
�� a


�
� �� a



�
� � �� �� ����� 
����

���
�� pti�x �� pti�� � x� �
��� �	���	��  ��� ��	���
 �
�����
2��� �	����� �����	����� � � �� 	��� � 
� ����� ����	�� 2#) ���
������ 
������� ��� '�
��� ����� #�
��
�� ������ ���������
�
����� �
� �
�� 
���
��  ���
�� ���
�����
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 ���

+��	����� ����� ���
�� �	����� 	��	�����

�� ����	�� � ����
��� ���� ����� � 
�����

�� �� ���
�� ���������� 
���
���
 ���
��� ai � �� ����� ����
 �	�
��� b �
� �
�� ���!����
��
��	
�� 
�����	��� ���
��� pti�x� ����� �������� �	����� ����
�	���� ��	��� �� 
�����

� ��	������ b � ������� ai �� b� �+����
�
���  �� �� ���
�� 
�!
�� �	�
��� blo ��� lower bound 
 �
�
��
�
� �
�� ���!����
�� ��	
�� 
�����	��� ���
�����
��� �	���

�
�� p�x � � �������
�
� �� ���
�� ��	�
�� �	�
��� blo�inv
�
� �
�� ���!����
�� ��	
�� �	��
�
�� p���x � � � ��������
��� ��	���
���� ���� blo �� ��blo�inv�� "��!�� ai �� b� b � �� ��
��!
� ����� ����
��� �� ���������������� ���
��� pti�x
������
���� x �� b� x� ��  ��� ���	������� �	��������
� �����
�� !� �	���
��  �� � �� ������
���� x �� �� x� �������� ��������
���� �������� �� ���
���� ��	��
�� ��� ����� ����

��� �	����

�� � �A� 	������� �� 
������� ����
�� "��	��
�� ���	��� �����
������ �	�������
 
�!��

'�������  �� �� ���� i �� ����� ai � b�sc� ��� �s 
 
����
��
��� ���!����
�� ��	�
� 
�����	��� ���
�����
��� �	��
�
���
(��������
�� � ����
��  �� � ����� �� ���  ���� �� ����� b�sc�
�	���� ���� �	���
����� 
������� 	��� 
��	���	�  ���� �� ��
���� �� � �� � �� �� ���
��� �A�� ��� 
�!
� �	���
��� �� 	���
'�
���� ��������  ��� �	���
�
�� �	���� ���� � �
� ��� ��
�	��
�
�� �� �
� �
��� ai � 
� ��!�� ���� �	����	����
�� �� ���
!�� �������
� � ������  �� � 
���� ����!��
�� b � b�sc�

2�� �
��	�	������ ��!���� ai ��� 
�!
�� �	�
��� �
� �
�� ���
�!����
�� ��	
�� ���
��� p�x � � ���
������ ���� ��
��
���
��� �� �	���� �� �
���
���  �� 
��� ��� 
 ���
��� ���
 �� ���
���!����
�� ��	
�� �
��	� �
��	��� ��� �� � ��� �����
�� 

�
��	� �
��	��� ���� �� 
����	��� (������� ���� ��������
�

� �� ���
�������

���� 	������ "���� p�x � � 
 ���
�����
�� �	��
�
�� ����
��
� d � 	 �� ��
�� 
�������
�� � ����� ���������
���� � ���
�	��
�� ��	
��� ������� p ��������

�� ��	
�� �
��	� �
��	���
��� �� 	 � p � d� � ����� )p � � 
 
����
���� 	������
�� ��!��
����� ����� �� ���� ��	
��� 7���� �
��	��� x �� ��x� �	����

�

�� � p�x � �� ����	�!��� ��� p ��	
�� � �
��	�� ����� ���
����	� 
����
���� 	������
�� ��!�� ����� ����� ��	
��� 	��
�
)�
p � )p�

&������
	����� "���� � � �� � � � � � �i � �j � � � � � �m � �n �
� � � � �p � � ���� p ��	
�� �	��
�
�� p�x � � �
��	� �
��	��� ��� ��



��� ���

��
 � ������������� ����
 

� �	�����!���  �� )p � �j � �i� � �� �	��� ��� )�
p � ���m � ���n�

"������� )�
p � ��n � �m��m�n � �n � �m � �j � �i � )p� ����

������
�� �

���� 	������ "���� p�x � � 
 ���
�����
�� �	��
�
�� ����
��
� d � 	 �� ��
�� 
�������
�� � ����� ���������
���� � ���
�	��
�� ��	
��� ������� ��� �������
�����	�!�

�� ��	
� �� �
�� �
��	� �	��� � ��
�	�� ���	� � � 	������� ��	� ���� ����� �����
�p � j�� � ��j� 7���� �
��	��� x �� ��x� �	���
�

�� � �	��
�
��
p�x � �� ����	�!��� �� � �� � ����������� � ��������

��  �����
� �� ��� ����	� 	������
�� ��!�� 
��� ��p � �p�

&������
	���� �
���� 
� �	���������� �

+�!� �� �	���!��� ��� 
��� 	��� �� ��!�� ����� ��������
���
�� �	���� �� �����
�� ��������

�� ��	
�� ���
�����
���
�	��
�
���

6������	�� �����
� 
�� ���� 
�� ��	���� � ��!��� ��	��
��
����	��� �� �������	��� �	���� ���� fpM�x�M�x� vMg� ��� ���
�
�� pM�x ��� �
 �� �����
��� ���
��� p�x ������
�����
x �� M�x � �a�x � a���b�x � b� � vM 
  ��� ��	���
 �
����
� �����������
���� ���������
��� ���
��� pM�x� �+���������
�������	����� � ��!��� �	���	�����

�� ���
���� ������������
���� ��
���� M�x ����  ���� � ��
�� �� ���� ���� ��� ���
����	����� �
��	��� ��	
��� ��� ���!� �V���� :�� p�x � � 

�����
�� ���
�����
�� �	��
�
�� � v ��	���
��� �
���� � �����
�������
���� ���������
���� �� ��	�
� ��	��� ������������� �	���
�� fpM�x �� p�x� M�x �� x� vM �� vg�

"��� �� ��!��� ��	��
� � �	����� ������� ������������� �������

���� x �� ��x� � �� �	��� ��� ���� � ����� ������� �������������
������
���� x �� �����x� ��������  �� �� ����� 
���
���  ����

��� ai 	�� ai �����������
�� ������
���� ���� x �� ��x� �� �����
	��� ������ x �� ����� x� �������
��
 ������
���� x �� ai � ��x�
�� ����	�� ������ x �� ��x� #�� ��	��
�� �	�
���!���� �������
��� ����� ��
� 
��� �� �����
� 
���� ����� 	������	������� ���
����
�� 
���	����������� �
�!���� �	�� ������ )
�!����� ���
�� V�� V� �� Vn ����	!�� ��	��
�� ��������������� ���
���� �

���� ��
�� �� 
��������� ��	���
��� �
���� �����������

��
)
�!����� ����� V� �� V� 
��������� �
�����	���� ����
�
������� # �� �� �
�!����� �	�
���!���� ��
��� � ���� !� �����
����	���  �� �
�!�����X ��
�(
����
� �
�!����� Y � ��� � �����
��� �� ���� x � X � ���� y � Y ��
� �����x���
� �����y� #
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 ���

��	��
��
�� �
�!����� ��	��
�� �����

�� �	�� ����� ����� �
��	
��� ����� 
��������� �
�����	�� �
�(��� �� �
�����	�
��� �����

( � ���� ���� ��	����
�� 	��� �� ��!�� ����� �������� ����

�� �	���� �� �����
�� ��������

�� ��	
�� ���
�����
���
�	��
�
�� ������
� 
� 	��� ������

�!#� 	�����

-�����	� ����� �
��	�	������ ���� 	��� 
�� ������
��� �� ���
�� �
� �
�� 
�����	��� ai ���
� ������

6!����&� 	������ "���� p�x � cnx
n� � � �� c�x� c� � � 
 ���
��

����
�� �	��
�
�� �����
� n � � � 	����
��
��� ���������
���
�� � ��� �	��
�� ��	
��� ��������������� ��	
� ���� 
��� ��	����
"	�����!��� �	��� �����  �� ������
����

x �� a� �
�

a� �
�

���
�

�

ah �
�

y

��� a� 
 �	������
�� 
���	������
�� ����  ���� � a�� � � � � ah�
� � h � m� 
 ���!����
�� ���� ����
�� ���� m ��	����
�
������� �V� � ���	��� ������ �	���	����� �	��
�
�� p�x � � �

���� �	��
�
��� ��������������� ��	��
��
��� ��� ���� V� ��
V�� 7���� �� ���� k� � � k � h� �� �����

ak � O�jp�xj��� �A	



��� ���

��
 � ������������� ����
 

������
��
� 2����
�
����
���� ������� 
��	�	��
�� �	����
�������
� ��
�� �� ������ �� �������� ���� �	� �
� �a ���
��� ������
���� ���� x  x � �� ����	�� 
�!
� ����
��� ��
�� ���
�� 
���
���  ���
��� ai� � �b ���� �
��� ����
�� ����
���������
��� ���
����� ��� ������� ���� ������
���� ����
x x� ai�

)���� 
��	�	��
�� �	���� #�
��
�� ���� �� �����
�
����
 ���
�� �a� ��� � �� �b� � �� �	��� ��� ����� 
��	�	��
�� �	���� ����	�
���� �� �
��
���
��� �����
�
����
 ����� ����� ���	����
�� 	���
��	� ���� ���������
���� ����� �������� �	����� ����� ����	�
������ ���� ��� �����
�
����
����� �������

�� �����	��
�a� '�
��� �� ���	��� ������
� ������
����� � 	���� 	�	�� ��

� ��!�� ���	��� ���� ��	�
� ��� 	����	 
���
��  ���
�� ai ��
���������
�� 
� ��!�� ��
�	��	����� 	��� ���������
���� 7��

� ��
��� ������	� �����  �� ��� �����  ���� ����	����� ��	
�
�� �� ����� � �
� ��� 
���
��  ���
�� ai� �
��� ��������
���	���� ������
�� �� ������  �� ��	���
���� ������ 
���
��
 ���
�� �	���� ���� 	��
� 
��� �� ���������
�� 
��� ��������
��	��� ����
���
��

(����	�� �����

�� ����� �� ��� ��� �������� ���	���� ���
��	�� ������� ���
����

�� ���	����� � ���
�����
�� �	��
��
�� 	������ ����������� ���
�� �	����

ACF��	�� )���� ���
�� �	���� ���� �� �� �����
�� �����
����

�� ��	
�� �	��
�
�� �Continued Fractions Method of ��	� for
Isolation of the Real Roots of an Equation

�'��� p�x � �� ���
�����
�� �	��
�
�� � ����� ���������
�
���� � ��� �	��
�� ��	
���

��'��� .���	����� �
��	��� ��������

�� ��	
�� ���
���
p�x �� �� 
�� �
� �
�� ��	
���

�� �.
����������� "��!��� pw�x �� p�x� ��� pw�� � �� ��
������ ����
���� �
��	�� ��� �� � ���!��� pw�x �� pw�x�x�
pn�"ag �� �� ti�"ag �� �� T �� � � �� �����  ��� v ��	���

�
���� � �����������
���� ���������
��� ���
��� pw�x�
�T 
 �
�!����� ��	����

�� ���� �	��� fpM�x�M�x� vMg�
��� M�x � �a�x � a���b�x � b�� :�� pn�"ag � �� �� �� ���
����� ���!����
�� ��	
�� � ��� pn�"ag � �� �� �������
��	������
��� ti�"ag 
 ��� ��������
��	�����

�� �v � � �� v � ��� :�� v � � �� v � �� �� �� �	���� �
��
��� ��	��
��%���	�� ����	��� ��	�� �� �
����  �� � pw�x 
��
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 ���

���!����
�� ��	
�� �� ���� 	��
� ���
 ���!����
�� ���
	�
� �����������

�� � �����
�� �� �� ���� 
 ��� ����	��
���� �
��	��
 �������� 
� ������ # ���� �� ���� �� ���
������
���� 
� 
�!
�� ��� pn�"ag � �� �� ��	���� � ���� ���
�
� � ������

�a� �v � �� # ���� �� �� 
�� ������
��  �� v � �� � pw�x �	�����
���
������ ��������
��� "��!��� pM�x �� pw�x� M�x ��
x� vM �� v � ��	���� � ���� ��

�� �"	���	�� ����	��
��� :�� T �� �� �� ������ ��	��� �	����
fpM�x�M�x� vMg � ��	���� � ���� �� ��� T � � � pn�"ag � ��
�� ��	���� � ���� �� �
� � ������

�� �#� ���
�� b� "������� �	����� ���� �	���� ��	�� �� ��
���� 
�!
�� �	�
��� b �
� �
�� ���!����
�� ��	
�� ���
�
��� pM�x� ��� b � �� �� ��	���� � ���� ��

�� �x �� b�x� b � �� "��!��� pM�x �� pM�b�x�M�x �� M�b�x
�vM 
� ��
������ :�� pM�� � �� �� �� 
��� �	����
��
��
��	�
� �����
��� �	��
�
��� � ���� �� �� ������� ����
����
�
��	�� �a��b�� a��b�� ���� �

�� �� ���������������� ����

��� M�x� � ���!��� pM�x �� pM�x�x�

�� �x �� � � x� "��!��� v� �� vM� pM��x �� pM�� � x� M��x ��
M�� � x� :�� pM��� � �� �� �� 
��� �	����
��
�� ���
	�
� �����
��� �	��
�
��� � ���� �� �� ������� ����
����
�
��	�� �a��b�� a��b�� ���� �

�� �� ���������������� ����

��� M�x� � ���!��� pM��x �� pM��x�x� "�	���� � ����
��

	� �x �� ���� � x� :�� v� � vM�� �� ����
��� fti�"ag �� �� ���
	���� � ���� �g� # ���� �� �� 
�� ������
��  �� v� �� vM��
� ��� ��
� ��� 
�� �� ��	
�� �	��
�
�� pM�x � � � �
��	�
��� ��� �� ���!��� pi�x �� pM���x� ������ ���� ������
lc�pi�x� � � �� �� �� 
������������ ��
�!��� pi�x 
� �����
Mi�x �� M���x� pM��x �� pi�� � x� M��x ��Mi�� � x�

�� �.���
��� ti�"ag� ti�"ag �� ti�"ag � �� �� ����� vM��  ��� ���
	���
 �
���� � �����������
���� ���������
��� ���
���
pM��x� ��� 
� ���� 	� ��� vM� � � �� vM� � �� �� �� �	��
��� �
���� ��	��
��%���	�� �� �
����  �� � pM��x �� 
��
���!����
�� ��	
��� �� ���� ���
 ���!����
�� ��	�
��
� �����
�� �� �� ������� ��� ����	����� �
��	��� 	��
��
�i ��� a��b�� ��� a� � � � b� � �� �ii �a��b���� ��� a� � � �
b� � �� � �iii ���	����� �
��	��� � 
����	��� �

��� ��
���
���� �� ���� a��b�� a��b� � �����
�� �� ��� ���� �

����



��� ���

��
 � ������������� ����
 

��
� 
�� �� ���� �� ��� �� ��������������� ��
���� M��x��
:�� vM� � �� �� �������� �	���� fpM��x�M��x� vM�g � �
��
!����� T �

�� �#���	�� � ����� :�� ti�"ag � �� �� ��	���� � ���� �� �
� �
����
��� fti�"ag �� �� ��	���� � ���� �g�

�
� �'������ ��	������
�� ��	
�� :�� p�x �� p��x� �� �����

��� f ���!��� pn�"ag �� �� ti�"ag �� �� pw�x �� p��x� ���
 �� ��	������
�� ��	
� ���
������ ���!����
���� T �� ��
�� �����  ��� v ��	����� �
���� � �����������
���� ���
�������
��� ���
��� pw�x � ��	���� � ���� 	g� �
� � ������
�:�� �� ������� ������ �� ��	������
�� ��	
� ������	� 
�
���!����
�� � �� �!� �
��� �� ����	����� �
��	����
��
� 
�� � ���� �� �� �
��	���� ��� �

�� 
��� �� ��	��
�����
�� ��	
��� 
�������� � ���!����
�� �����������
� ��!
� ���� ����	�!�
� 
� ��������������� �
��	��� �
��	������
�� ����������� 
 �	�����
�� ���������

����� ��
�
�� ������ �������� ACF	
��� .� 	���� ����	 
��
������
��  �� �� ��

��� ���
��� p�x� deg�p�x� � n� ������
����
p�x �� p�a� x ����
����� �� �	���

Ofn�L��a � n�L�aL�jp�xj��g�
.� �V�	 
�� ������
��  �� �� ��!���� ��������

��� ��	
� �	���

�
�� p�x � � �� ��!
� ����
��� 
� ���� m ����� ������
�����
���

m � OfnL�jp�xj��g�
�	��� ����� �� ������ �A	 �������� ������ 
�� ������
��  �� �� ���
!���� ��������

��� ��	
� ���
��� p�x � �� ��!��� ������
����
p�x �� p�a� x

a � O�L�jp�xj���

�����
�	�� ��� �	� 	��������� �� ��� ����  �� ���
 ��������
�

�� ��	�
� ���
��� p�x ��!�� ���� ����	���
 �� �	���

Ofn�L��jp�xj��g�
"������� ���
�� p�x ����� 
� ���� n ��������

�� ��	
��� ��

tACF�����p�x� � Ofn�L��jp�xj��g�
7��	��� ���� � ����	� ���� �	�����
��	�	���
��  �� ���������
��� �� 
�� ��� ���

�� �	�������� ����� ���
�� �	���� ���� ��
������� ����� ����	�� ������� �����
�� ��������

�� ��	
��
���
�����
��� �	��
�
��� ��� ���!� 	���� ����
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��!���� '����� ��������

�� ��	
� �	��
�
�� p�x � x���x�� �
�� ��� p�� �� �� "	���
�� ���	��� ACF��	�� ��� ��� ��������
	���������

3�� �� 8���� �� ������� pw�x �� x���x��� pn�"ag �� �� ti�"ag �� ��
T �� � � �� ����� �
� �
�� v� 	��
�� 	� �)� �
� �� �������
���!����
�� ��	
��

3�� 	a� "������� v � �� �� ������� pM�x �� x� � �x � ��
M�x �� x� vM �� 	 � ��	������ � ���� ��

3�� �� 4���� ����������� �	���� ����� �� �
� �� �������
x �� ��x � pM�x � � � ��� ��� �x� � �x� � � � �� ����� ��
�	���
��� BPR � �����
��� �	��
�
�� � ��� ��� ��b � ��
"������ b � ��

3�� �� +� ���� ���� �� ��������	��� pM�x �� pM�� � x �
x���x�� �x�� � M�x ��M�� �x � x� �� � ����
�� pM�� �� ��

3�� �� "������ v� �� 	� ��������	��� pM��x �� pM�� � x �
x�� �x�� �x� � � M��x �� M�� � x � x� 	 � ��	������ � ����
��

3�� �� +� ���� ���� �� ������� ti�"ag �� � � �� ����� vM��
	��
�� ��

3�� �� "������� ti�"ag � �� �� ��	������ � ���� ��

3�� �� v� �� vM�� � �� �� ����� 
���� �
� �
�� pM��x � x��x��
	x�� �M��x � �x�	��x��� �8�������  �� pM��x �� pi���x �
M��x ��Mi���x� ��� pi�x � x���x���x�� �Mi�x � �x���x
�� ��� ��� ������ x � ��x � pM�x � M�x �����������

���

3�� �� +� ���� ���� �� ����
������� ti�"ag �� 	 � �� �����
�
� �
�� vM�� ����	�� ����������� 	��
�� 	� # ���� �� �� ��
������� T �� f�x� � x� � 	x� �� �x� 	��x� �� 	�g�

3�� �� "������� ti�"ag � 	� �� ����
������� ti�"ag �� � � ��	��
����� � ���� ��

3�� �� T �� �� � �� ������ �� 
��� ��	��� �	���� pM�x � x� �
x� � 	x� ��M�x � �x� 	��x� �� vM � 	 � ��	������ � ���� ��

3�� �� (
��� �� �
� �� ������� x �� ��x � pM�x � � � ��� ���
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