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�� +���� ���� 5
��	�� ���� ���
�
	�� ��� 	� �����
������ 	����	�� ����
�	�� ����
 m� ������� �������� ����	� �����
��������� �� ����� ��� ��� �
��� ���� ��	��
	��� ��	���� m� *




��� #	��	 ����

��
����� ��� �
�
		�� ����
 m �� �����	��� ���� ��� �
�� �������
��� ��� ����
�	� � 	��
������ ����
		�� ��	��
	�� bi� � � bi � m�
9��� m ����
�	��� �� ���� ��������� ��� � ������	����� � �� ������
� �
 �
� �������
 �����	����� �
 ����	���
��	�� ������

������ ��%��*�� � �� ���* ��� ����- 1 &��#1 ! "��

' �
�
��� � 	
�� ��	�� ��������� ������� ������� ����� ����
������� ��
��� �� �� ��� � ��������� ��������� (� 	� �	
�� �
 ��
���������� �� ������	���	�� 
������� ������� ���
�� �
 ����	��
��
��	�� ����� �������� ������� ����
�	�� ����
 � ������	����
� ���� %����
���
 �� ����� �������� �
� � �����
 �����	
 �Dixon�
���� ���� Guy� ���
� Knuth� ��
�� Lehman� ����� Morrison et al�� �����
Williams� ��� � ���� Wunderlich� ������ �� ������
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���� ������� ���� ������ ���
 �	�� ���
 x� �m ����� m ��������
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��� �� �� �� ��� 6�����
 ������ ���
���
��� ��� ������
	�� �������	��
������	���� ����
����� ������ ��� ���
 ��������
		�� ���	� n
�������� � ���	���	�� �
����
��	�� ����� 	�� ����
 �������
�����

$� ��� �����	� �� ���	����� �	������
�� ��	� �������� 	
	
������� ���� �� �� ���� ����������	� ���������
	��� $������
� ��� 
���� ������� ������ �
���
����
���� 	
�� �
	��� �������
���� ������		�� ������ v � ������� ����� u� �
�����	�� d�v�u� ��
������� ��	��
��	�� &�	
��� ����� ����
�� ���� ������� ��� �	
����� 
�� �
����� ���� ������� ����� � ���
 ������ v ������
��
	
 ����� �	 ����������� � �
���� �������� ����� u ������ v ��� �
����� &�	
�� �
��� ������� ������� ����	�� �
����� � �������
����� ���������
	�� ����
�� ���������
	�� � ��
��	�� �����	� �
������	���� ����
�� 	������������

$
��� �� �
����
�� ������ ��	��	�� ������	 ����� ��������	
	� �� �����	�� ������ ������� ����� �	��  ��
����	�� �
�
����
������ � ��	���	�� ��� 	���� �������
	�� � ���������
	���

&��	 �� ���������� �������� ��	��	�� �����	�� ���
 	 �n� ���
��� � ��
���	�	�� ���� k � � � r � n � k� $����� ����
��� ����
��� �������� �����	�� ���������
	����� ���� �����	�� n������ ���
������� ����� �� ��
 ������� ����
� ��� �� �� � � �� ��� ������ �� n 	��
���� � ��� �� �� � � �� ��� ������ �� n ���	��� !������ ������ ���	�
n� �������
���� �� �� ������� �
��� ������� ����� ���� �����
	��
���������
� �
����	�� ��
���
� 	
������� ���� ����� ������		��
	��������	�� ������� ��� ����� ������		�� ���	���	����� �� �����
���
���� �� �� ����
��� ��� �����
�
���� ������� ������ ���������
�� ���� 	��������	��� 1�
 ����
 ���
�
�� ������� ������	����� ���
	
�� �	�� � ����
���	�� ������� 	� �������� �����
�� �	����
���
� 	�� ���	� 	���
��

$��
� ��
�	����	 �n� n�������� � ����� ���
	���� �� �	�������



��� !���� ����
��",	 �'���  ��������$�

������� ����� 
� ������ ���	 ��	�����	�� ���� r � �� 6� ���� ���
���� ����� ���	� ������� �������� �����
�� �	����
���� 	� 	����
��� �������������� ������	����� �	� ���� ������ ��	
�� ��
��
�	�	���	 ����� ������� �)
�������� ����� 	����	�� ����� ������
	��������� �� ���	��	�� �������� ��	�����	�� ���� ������� 	
���
�
���� �
� � ���� �	������ ������������ �
� ����
 n�� �	����
�
���		�� ���� �� ������ �� " ���
	��	 �� �	��������	�	������
������	�� ����
 �����
���� �
�� ����� ����� ����� ���	�� ����
���	��	����	�� *
������� � ���� � ��������� 	
 ���	���� �������
����� ��� ���� �
�	� ������ &������� ��� ����� ���	�� ����� ����
��� �
	
�
 	� �� �� ���� ��	
�� �	�� �6
��� ���� ������������
��� ��
	�	�� �
		�� 	
 �
	��	�� ��	�
���

*
� �	�������� ���� �� ����	�� ��������� �����
�� �	����
���
� ����	��� ������	������ ����
���	�� �������

5
�������� ����
		�� ���� ��� � ��	�� ��������� 	
 ���	�����
7
������ ��� n � � �	����
���		�� ����� �� 	� ����
�� ������
����	�� � �� ����� �
� n�� ���� ��������	�� �
����� 	 ��� ��	��	
�
�����	
��� ������ n � � ����� � ���
�������� ����� ������ 	
�
��	
�� ��
�� ����� 	�� ������ �����
��� 9��� ����	
���� �	����
�
���		�� ���� ����� mi� 
 ��������	�� 	 ����� ci� �� � ���� �
���	����		�� ��������� 	
 ���	����

c� � m� �m� � � � ��mn���

&������ ��� ���� ��������� ���
���� !���� m��m�� � � � �mk ����
k �	����
���		�� ������ � �������� ��� ��� �� ���
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�����
	���� x �� �����x�� �������� ��� ��� ����� 	����	�� �
���
	�� ai ��� ai ��������
����	�� �����
	���� ���
 x �� ��x� �
 �����
���� ������� x �� ����� x�� �����
��	��	 �����
	���� x �� ai � ��x�
�
 ������� ������� x �� ��x� "�� �����	�� ���	
��� 
��� �
�����
���� ����� ��	��	��� ��� �����	��	���� ����� �
���
����
���� �
�
�����	�� 	��������
������ �	� ���� ���� ������ (	� ����� ���
�
 V�� V� ��� Vn ����� �� �����	�� ��������������� ����	��
� �
	����� ��	�� ��� 	���������� ������	
�� �	
��� �����������		��
(	� ����
 ����� V� ��� V� 	
���
���� �	��������� ����	�
��
��� " ����
� �	� ����� ���	
��� 
��� ��	��� � ����  � �����
������� ��� �	� �����X ��	�'	��
�	� �	� ����� Y � ���� � ������
���� ��� ���� x � X � ���� y � Y ���	
 �����x�����	
 �����y�� "
�����	
��	�� �	� ����� �����	
� ����
		
� ��
��
���� ����� �
���	��� ����� 	
���
���� �	��������� 
	�'��� ��� �	�������
��� ������

' ������ ���� ��������	�� �
������ �� �� ����� �����
�� ����
	�� ������ ��� ������	�� ��������		�� ���	�� ����	���
��	��
��
�	�	�� ���
�
	� 	
 ���� ������

� "� ������
,�����������
� �	�������
��� ���� �
����	�� ������
��� �������	�� �	
��	�� 	�������� ai ����	� �������

5 ����%� ������� !���� p�x� � cnx
n� � � �� c�x� c� � � 	 ����	��

��
��	�� ��
�	�	�� �����	� n � � � �
���	
��	��� ���������	�
�
�� � ��� ��
�	�� ���	��� ��������������� ���	� �����	�� �����
�
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�
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 a�� � � � � ah�
� � h � m� 	 ���� �����	�� ����� �����	�� ��� m ��������	�
�������� �V�� � ������� ������� ������
���� ��
�	�	�� p�x� � � �
	���� ��
�	�	��� ��������������� �����	
��	��� ���� ���
 V� ���
V�� 6��
 ��� ���� k� � � k � h� �� �����

ak � O�jp�x�j��� �A��

������	�	� 1����	�	��
��	���� ������� 	�������	�� ������
���������	
 ��	�� ��� ������ �� ��������� ���� �����	� �a� ��
���� �����
	���� ���
 x � x � �� ������� 	� 	� �����	��� ���
�������	�� 	����	�� �
��	�� ai� � �b� �������	��� ����	�� �����
���������	��� ����	����� �����
������ ����� �����
	���� ���
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(���� 	�������	�� ������ "�	��	�
 ��
 � �����	�	��
��	 �
�
�� �a�� �
� � �� �b�� � �� ����� �
� ����� 	�������	�� ������ 
����

��� � �	��	��	�� �����	�	��
��	 ������ ����
 ����
��
	�� �
��
���
 ����� ���������	���� ����� ��������� ��
����� ����� 
�����
��
���� ��������� �����	�	��
��	����� ���������		�� �
������
�a�� &�	
�� �� ������� ������	
 ������	
���� � �
��� ������ ��
	� �� �� ������������ ��
	����� �
���� 	����	�� �
��	�� ai ��
������
����	�� 	� �� �� ��	��������
�� ���� ���������	���� 6��
	� ��	��� ��
��
�� ����� ��� ���� ���� ����� ��������
�� ���	��
�� ��������� ���	� �
�� 	����	�� �
��	�� ai� �	��
 ���������
�������� ������	
� �� ������ ��� ������	���� ������� 	����	��
�
��	�� ��
�������� �
�	
 	���� �� ������
����	�� 	
�
 ������

������ ����	��
	
�
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�
		�� ����� �� �����
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ACF���� (���� ���	�� ������ ��� � ��� ������	�� �����
����		�� ���	�� ��
�	�	�� �Continued Fractions Method of ��� for
Isolation of the Real Roots of an Equation�

�&��� p�x� � �� ����	���
��	�� ��
�	�	�� � ������ ���������
�	�
�� � ��� ��
�	�� ���	���

��&��� -���������� �	����
�� ��������		�� ���	�� ����	��

p�x� ��� ���	�� �	
��	�� ���	���

�� �-	���
���
���� !��� ��� pw�x� �� p�x�� ���� pw��� � �� ��
���
�� �
��	���� �	����
� ��� �� � ���� ��� pw�x� �� pw�x��x�
pn�!ag �� �� ti�!ag �� �� T �� � � ��������� ����� v ������	
�	
��� � ��������
����	���� ���������	��� ����	��
 pw�x��
�T 	 �	� ����� ��������		�� ���� ����� fpM�x��M�x�� vMg�
�� M�x� � �a�x � a����b�x � b��� 9��� pn�!ag � �� �� �� ���
������ ���� �����	�� ���	�� 
 ���� pn�!ag � �� �� ��������
�����
����	��� ti�!ag 	 ��
 ����
��	��������

�� �v � � ��� v � ��� 9��� v � � ��� v � �� �� �� ��
���
 �	
�
��� �
��
	��$��
��
 �������
 ����
� �� �	
��� ��� � pw�x� 	��
���� �����	�� ���	�� ��� ���� ���	� ���	 ���� �����	�� ���
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� ����� 	 �� ��������
���� �	����
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���� 	
 ������ " ����� �� ���� ����
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�����
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� ���
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�� ������

�a� �v � �� " ���� ����� 	
� ������	�� ��� v � �� � pw�x� �������
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��	����� ��������
	��� !��� ��� pM�x� �� pw�x�� M�x� ��
x� vM �� v � ������� � �
� ��

�� �!������
 �
�����	��� 9��� T �� �� �� ��
���� ������ ������
fpM�x��M�x�� vMg � ������� � �
� �� ���� T � � � pn�!ag � ��
�� ������� � �
� �� �	
�� ������

�� �"������	�� b� !�������� ��
����� ���� ��
��� ������ �����
����� 	� 	�� �
	��� b �	
��	�� ���� �����	�� ���	�� ���
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 pM�x�� ���� b � �� �� ������� � �
� 
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���	
��	���
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�	�	��� � ���� ����
� ������� �
��	����
�	����
� �a��b�� a��b�� �������		�� �� ��������������� �����
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M�x�� � ���� ��� pM�x� �� pM�x��x�
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��� ��
���	
��	��� ���
��	� �����	�� ��
�	�	��� � ���� ����
� ������� �
��	����
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�
���
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��� �
��
	��$��
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��� ��� � pM��x� ��� 	��
���� �����	�� ���	��� ��� ���� ���	 ���� �����	�� ����	��
� ������	�� ����
� ������� �� ����������� �	����
�� �
�	��
�i� ��� a��b��� ���� a� � � � b� � �� �ii� �a��b����� ���� a� � � �
b� � �� � �iii� ��������� �	����
�� � 	����������		��� ��	���
���� ����
�� a��b�� a��b� � ���
��	�� ����
�� �������		����
��	��	�� �� ���� ����
�� �� ��������������� ��	���� M��x���
9��� vM� � �� �� ���
���� ������ fpM��x��M��x�� vM�g � �	��
 ����� T �

�� �"����
� � ������ 9��� ti�!ag � �� �� ������� � �
� �� �	
��
�����	��� fti�!ag �� �� ������� � �
� �g�

�	� �&������� �����
����	�� ���	�� 9��� p�x� �� p��x�� �� ������
	��� f ���� ��� pn�!ag �� �� ti�!ag �� �� pw�x� �� p��x�� �
�
��� �����
����	�� ���	� ��
	������ ���� �����	���� T �� ��
��������� ����� v �
��
��� �	
��� � ��������
����	���� ���
�������	��� ����	��
 pw�x� � ������� � �
� �g� �	
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���� �����	�� � �� � � �	
�� �� ����������� �	����
���
��	��	�� � ���� ����
� �	����
��� ������		�� 	
�� ��� �����
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����	�� ���	��� 	
������� � ���� �����	�� �������������
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 ��������������� �	����
�� �
�����
����	�� ������������� 	 �����
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����� 
�	�	� ������ �������� ACF�	
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����	���
��	�� ��
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� � �
��� ����
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�� �x� � �x� � � � �� �
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�� ti�!ag �� � � ��������� vM��
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