
Περίληψη

Σύµφωνα µε την αρχή της ∆υναµικής Γεωµετρίας,
αντικείµενα όπως σηµεία, ευθείες και επίπεδα σχήµατα
σε ένα περιβάλλον ∆υναµικής Γεωµετρίας σχετίζονται
µεταξύ τους µε γεωµετρικούς περιορισµούς όπως,
όταν οποιοδήποτε από τα αντικείµενα σύρονται (drag)
τα άλλα αντικείµενα δυναµικά ανανεώνουν τον εαυτό
τους έτσι ώστε οι περιορισµοί να διατηρούνται. Το σύρ-
σιµο (dragging), το οποίο είναι η καρδιά της δυναµικής
γεωµετρίας, απελευθερώνει ένα σχήµα από τον συµ-
βατικό του ρόλο που είναι η αναπαράσταση ή η τυπική
περίπτωση, και µετατρέπεται σε µία γενική περίπτωση
στην οποία αναφέρονται τα Μαθηµατικά (Jackiw,
1996). Οι διδακτικολόγοι των µαθηµατικών ισχυρίζο-
νται ότι το δυναµικό γεωµετρικό λογισµικό που έχει
αναπτυχθεί, αποτελεί την πιο σηµαντική εξέλιξη στη
γεωµετρία από την εποχή του Ευκλείδη. (Davis, 1995.
Oldknow, 1995. Τουµάσης Αρβανίτης 2003).
Το δυναµικό γεωµετρικό περιβάλλον που προτείνουµε,
παρέχεται µέσα από το ελεύθερο σύστηµα Xcas, λογι-
σµικό γνωστό και ως ελβετικός σουγιάς των µαθηµατι-
κών λόγω των πολλαπλών µαθηµατικών δυνατοτήτων
του. Το Xcas επιτρέπει στο χρήστη να δηµιουργεί γεω-
µετρικές κατασκευές σε δύο και τρεις διαστάσεις και να
τις µεταχειρίζεται δυναµικά. Έχει τα πλεονεκτήµατα ότι
διατίθεται δωρεάν στο διαδίκτυο, η βοήθεια για την
εκµάθησή του δίνεται από το µενού επιλογών του και
υπάρχει forum Ελλήνων χρηστών.
Το γεωµετρικό περιβάλλον του Xcas παρουσιάζεται µε 

µια πειραµατική διερεύνηση τριγώνων στα οποία το
βαρύκεντρο και το ορθόκεντρο συµπίπτουν. Η συνθε-
τότητα του παραδείγµατος και η ανάγκη για κίνηση
απαιτούν ένα δυναµικό λογισµικό. Ανάλογοι πειραµατι-
σµοί µε µολύβι και χαρτί, σε στατικές κατασκευές, θα
ήταν κουραστικοί, χρονοβόροι και χωρίς ακρίβεια. Απαι-
τούν πολλές ανακατασκευές τριγώνων µε τα βαρύκε-
ντρα και τα ορθόκεντρά τους και η αλλαγή του τριγώ-
νου όταν τα βαρύκεντρα και τα ορθόκεντρα αλλάζουν
θέση µπορεί να γίνει µόνο νοερά. Σε σχέση µε άλλα
γνωστά λογισµικά δυναµικής γεωµετρίας (Geometric
Supposer, Cabri Geometer, Geometer’s SketchPad,
EucliDraw, Geogebra), το Xcas παρέχει όλες τις συνή-
θεις κατασκευαστικές δυνατότητες και µας επιτρέπει να
µεταβάλλουµε το τρίγωνο ώστε να παρατηρούµε τις
µεταβολές των θέσεων ορθόκεντρου και βαρύκεντρου
και, να βγάλουµε το συµπέρασµα ότι ορθόκεντρο και
βαρύκεντρο συµπίπτουν µόνο στο ισόπλευρο τρίγωνο.

Με χρήση του µενού Mode στο Xcas, όλες οι γεωµε-
τρικές οντότητες (τρίγωνο, διάµεσοι, ύψη, σηµεία
τοµής) µπορούν να κατασκευαστούν µε το ποντίκι, µε
τη λογική σειρά που θα ακολουθούσε ο χρήστης και
στις κατασκευές µε το χέρι. Για χρήστες µυηµένους σε
CAS λογισµικά, παρουσιάζεται, µε θέµα την ίδια εφαρ-
µογή, η δυνατότητα χρήσης µιας πληθώρας εντολών
για την κατασκευή των απαιτούµενων γεωµετρικών
αντικειµένων, από την εξειδικευµένη επιλογή «Γεω»
του βασικού µενού επιλογών.

69

ΕΝΟΤΗΤΑ Ι. ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ: ΘΕΩΡΙΑ – ΕΚΠΑΙ∆ΕΥΣΗ Áεωµετρία
από την Επιστήµη στην Εφαρµογή

ΑΛΚΙΒΙΑ∆ΗΣ ΑΚΡΙΤΑΣ – ΚΥΡΙΑΚΗ ΤΣΙΛΙΚΑ

«Το Σύστηµα Υπολογιστικής Άλγεβρας Xcas
ως Περιβάλλον ∆υναµικής Γεωµετρίας»

Αλκιβιάδης Ακρίτας
Αναπληρωτής Καθηγητής,
Τµήµα Μηχανικών Η/Υ,
Τηλεπικοινωνιών και
∆ικτύων Πανεπιστηµίου
Θεσσαλίας

Κυριακή Τσιλίκα
Μαθηµατικός Α.Π.Θ., 
∆ρ Τµήµατος Πολιτικών
Μηχανικών Α.Π.Θ.,
∆ιδάσκουσα Τµήµατος
Οικονοµικών Επιστηµών
Πανεπιστηµίου Θεσσαλίας,
Συνεργάτιδα Τµήµατος
∆ιοίκησης και ∆ιαχείρισης
Έργων Τ.Ε.Ι. Λάρισας

Λέξεις κλειδιά: 
◗ Λογισµικό δυναµικής

γεωµετρίας
◗ Ορθόκεντρο
◗ Βαρύκεντρο τριγώνου
◗ ∆υναµικές γεωµετρικές

κατασκευές

Áεωµετρία
από την Επιστήµη στην Εφαρµογή



Εισαγωγή

Σύµφωνα µε την αρχή της ∆υναµικής Γεωµετρίας, αντικείµενα όπως σηµεία,
ευθείες και επίπεδα σχήµατα σε ένα περιβάλλον ∆υναµικής Γεωµετρίας σχετί-
ζονται µεταξύ τους µε γεωµετρικούς περιορισµούς όπως, όταν οποιοδήποτε
από τα αντικείµενα σύρονται (drag) τα άλλα αντικείµενα δυναµικά ανανεώ-
νουν τον εαυτό τους έτσι ώστε οι περιορισµοί να διατηρούνται. Το σύρσιµο
(dragging), το οποίο είναι η καρδιά της δυναµικής γεωµετρίας, απελευθερώνει
ένα σχήµα από τον συµβατικό του ρόλο που είναι η αναπαράσταση ή η τυπική
περίπτωση, και µετατρέπεται σε µία γενική περίπτωση στην οποία αναφέρονται
τα Μαθηµατικά. Οι διδακτικολόγοι των µαθηµατικών ισχυρίζονται ότι το δυνα-
µικό γεωµετρικό λογισµικό που έχει αναπτυχθεί πρόσφατα, αποτελεί την πιο
σηµαντική εξέλιξη στη γεωµετρία από την εποχή του Ευκλείδη. ([3], [6], [9]).

Το δυναµικό γεωµετρικό περιβάλλον που προτείνουµε, παρέχεται µέσα από
το ελεύθερο σύστηµα Xcas, λογισµικό γνωστό και ως ελβετικός σουγιάς των
µαθηµατικών, λόγω των πολλαπλών µαθηµατικών δυνατοτήτων του. Το
Xcas επιτρέπει στο χρήστη να δηµιουργεί γεωµετρικές κατασκευές σε δύο
και τρεις διαστάσεις και να τις µεταχειρίζεται δυναµικά. Επιπλέον, µπορεί να
παράγει γεωµετρικές κατασκευές ως αποτέλεσµα προγραµµατιστικών διαδι-
κασιών και να επεξεργάζεται εικόνες σε .png και .jpg αρχεία. Έτσι, το Xcas
καλύπτει όλες τις απαιτήσεις που ανακύπτουν δουλεύοντας σε σχέδια εργα-
σίας γεωµετρίας.
Τα γεωµετρικά εργαλεία του Xcas, χρησιµοποιούνται σε µια κατασκευή τριγώ-
νου µε το ορθόκεντρο και το βαρύκεντρό του, όπου, µε σύρσιµο µεταβάλλου-
µε τη µορφή του τριγώνου, µέχρι να πετύχουµε την ταύτιση βαρύκεντρου και
ορθόκεντρου. Η εφαρµογή αυτή πετυχαίνει τη διερεύνηση και επαγωγική επα-
λήθευση τριών θεωρηµάτων: 1) τα ύψη ενός τριγώνου τέµνονται σε ένα κοινό
σηµείο, 2) οι διάµεσοι ενός τριγώνου τέµνονται σε ένα κοινό σηµείο και 3)
ορθόκεντρο και βαρύκεντρο ταυτίζονται στο ισόπλευρο τρίγωνο. Η εφαρµογή
υλοποιείται στο Xcas µε δύο διαφορετικές µεθόδους: µε χρήση του ποντικιού
και µε χρήση εντολών. Η µέθοδος µε το ποντίκι έχει το πλεονέκτηµα ότι είναι
φιλική προς το χρήστη και προσοµοιάζει µε την τεχνική του σχεδιασµού µε
χαρτί και µολύβι, µε την επιπλέον δυνατότητα κίνησης της κατασκευής. Η
µέθοδος κατασκευής µε εντολές, εξοικειώνει το χρήστη µε τη φιλοσοφία των
CAS λογισµικών (computer algebra systems), ανοίγοντας τους ορίζοντές του
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για χρήση του Xcas και σε υπολογιστικές ή προγραµµατιστικές εφαρµογές
µαθηµατικού λογισµού.

Σε σχέση µε άλλα γνωστά λογισµικά δυναµικής γεωµετρίας, η χρήση του Xcas
παρέχει όλες τις συνήθεις κατασκευαστικές δυνατότητες και µας επιτρέπει να
µεταβάλλουµε το τρίγωνο ώστε να παρατηρούµε τις µεταβολές των θέσεων
ορθόκεντρου και βαρύκεντρου και, να βγάλουµε το συµπέρασµα ότι ορθόκε-
ντρο και βαρύκεντρο συµπίπτουν µόνο στο ισόπλευρο τρίγωνο.

Η οργάνωση της εργασίας έχει ως εξής. Στην πρώτη ενότητα ορίζεται η έννοια
της δυναµικής γεωµετρίας. Στη δεύτερη ενότητα δίνονται οι βασικές πληρο-
φορίες για το σύστηµα Xcas. Στην τρίτη ενότητα περιγράφονται τα γεωµετρι-
κά περιβάλλοντα του Xcas, ενώ στην τέταρτη ενότητα προτείνονται ορισµένες
ενδιαφέρουσες δυνατότητες του προγράµµατος, σχετικές µε γεωµετρικές
εφαρµογές. Στην πέµπτη ενότητα παρουσιάζεται µια εφαρµογή δυναµικής
γεωµετρίας ως οδηγός χρήσης για τα γεωµετρικά εργαλεία του Xcas. Η έκτη
ενότητα συνοψίζει όλα τα παραπάνω. 

Τι είναι η ∆υναµική Γεωµετρία

Η αρχή της δυναµικής γεωµετρίας προβλέπει τη µετακίνηση και το µετασχη-
µατισµό γεωµετρικών αντικειµένων µε τη βοήθεια του ποντικιού, µε την κατα-
σκευή να ανταποκρίνεται δυναµικά στις νέες συνθήκες ενώ διατηρεί τις ιδιό-
τητές της. Ο όρος δυναµική γεωµετρία οφείλεται στους Jackiw και Rasmussen,
για να χαρακτηρίσει το βασικό χαρακτηριστικό που διακρίνει τα λογισµικά που
είναι ο συνεχής και σε πραγµατικό χρόνο µετασχηµατισµός των γεωµετρικών
αντικειµένων που αποκαλείται «σύρσιµο». Αυτό το χαρακτηριστικό επιτρέπει
στους χρήστες, αφού κάνουν µια κατασκευή, να κινήσουν ορισµένα στοιχεία
του σχήµατος ελεύθερα για να παρατηρήσουν άλλα στοιχεία του σχήµατος πώς
αποκρίνονται δυναµικά σε αυτές τις αλλαγές. Καθώς αυτά τα στοιχεία µετα-
βάλλονται το λογισµικό διατηρεί όλες τις σχέσεις που ορίστηκαν ως ουσιαστι-
κοί περιορισµοί της αρχικής κατασκευής, και όλες τις σχέσεις που είναι µαθη-
µατικές συνέπειες αυτών ([11] κεφ. 5).

Η χρήση ενός λογισµικού δυναµικής γεωµετρίας επιτρέπει πειραµατικές τεχνι-
κές διερεύνησης, έλεγχο ιδιοτήτων και πολλαπλές αναπαραστάσεις γεωµετρι-
κών κατασκευών. Την εκπαιδευτική αξία των λογισµικών δυναµικής γεωµε-
τρίας έχουν επισηµάνει αρκετοί διδακτικολόγοι (π.χ. [3], [6], [7], [8], [9],
[10]). Μερικά διαδεδοµένα λογισµικά δυναµικής γεωµετρίας είναι τα
Geometric Supposer, Cabri Geometer, Geometer’s SketchPad, EucliDraw,
Geogebra, Cinderella, C.a.R., Geonext, Geometry Expressions (βλ. χρήσιµοι
σύνδεσµοι), κάποια από τα οποία έχουν ενταχθεί στη διδακτική διαδικασία της
ελληνικής δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης. Στην παρούσα εργασία, παρουσιάζε-
ται το µαθηµατικό λογισµικό Xcas ως ένα δυναµικό περιβάλλον µάθησης Γεω-
µετρίας.
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Το σύστηµα Υπολογιστικής Άλγεβρας Xcas

Το Xcas είναι ένα πακέτο λογισµικού στην κατηγορία των CAS (Computer
Algebra System) λογισµικών. Επιπλέον των αλγεβρικών δυνατοτήτων του, υπο-
στηρίζει ένα πλήρες σύστηµα δυναµικής γεωµετρίας σε δύο και τρεις διαστάσεις,
µε γεωµετρικές αναπαραστάσεις που δηµιουργούνται, κατ’ επιλογή του χρήστη,
µε εντολές ή µε το ποντίκι. Στο Xcas είναι εφικτός ο προγραµµατισµός σε Logo
και στη δική του γλώσσα. Υπάρχει περιβάλλον µε φύλλα εργασίας
(spreadsheets), µε αυτόµατη πραγµατοποίηση υπολογισµών και λειτουργίες µε
σύνολα δεδοµένων. Το Xcas είναι ελεύθερο (δωρεάν) στο διαδίκτυο, διαθέσιµο
από στην ηλεκτρονική διεύθυνση http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/
giac.html. Λειτουργεί στα λειτουργικά συστήµατα Windows (πλην της έκδοσης
Vista), Ubuntu και Macintosh OSX, ακόµα και σε netbooks, µε ελληνικό µενού.
Μέσα στην on line βοήθεια που παρέχει το πακέτο, υπάρχει manual στα ελληνι-
κά µε ευρετήριο και λυµένα παραδείγµατα και, forum Ελλήνων χρηστών (επίσης
βλ. [5]). Στο forum υπάρχουν διαθέσιµα 10 σύντοµα video µε αναλυτικές οδη-
γίες για τη χρήση του Xcas. Στο βασικό µενού επιλογών µέσα από την επιλογή
Αρχείο, παρέχεται η δυνατότητα αυτόµατης ενηµέρωσης από το διαδίκτυο. 

Τα γεωµετρικά περιβάλλοντα στο Xcas

Τα αρχεία στο περιβάλλον επίπεδης γεωµετρίας του Xcas περιλαµβάνουν
γραµµές εντολών στα αριστερά, οθόνη µε το καρτεσιανό επίπεδο στο κέντρο
και παλέτα ελέγχου στα δεξιά. Η εκτέλεση µιας εντολής, αυτόµατα οδηγεί σε
επαναϋπολογισµό όλων των επόµενων εντολών, ώστε εάν τροποποιηθεί ένα
αντικείµενο, να µπορούν να τροποποιηθούν ανάλογα και τα υπόλοιπα αντικεί-
µενα που εξαρτώνται απ’ αυτό. Η διαδραστική χρήση του ποντικιού έξω από το
γράφηµα αλλάζει την οπτική γωνία, ενώ µέσα στο γράφηµα ανάλογα µε τον
τρόπο λειτουργίας, χαράζει σηµεία και γεωµετρικές οντότητες. Το περιβάλλον
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χωρικής γεωµετρίας ακολουθεί το στυλ του περιβάλλοντος επίπεδης γεωµε-
τρίας: γραµµές εντολών στα αριστερά, γραφικές παραστάσεις στο κέντρο. 

Οι δυνατότητες του Xcas για απλές και συνθετότερες κατασκευές παρατίθενται
στις επιλογές του µενού Γεω. Εκτός από γεωµετρικά σχήµατα, το µενού Γεω
διαθέτει εργαλεία µετρήσεων, εργαλεία για εκτέλεση µετασχηµατισµών και
εργαλεία για έλεγχο ιδιοτήτων. 

Στο µενού Γεω, οι επιλογές των υποµενού σηµεία, γραµµές, τρίγωνα τετρά-
πλευρα, πολύγωνα, κύκλοι, κωνικές τοµές, επιφάνειες, παρουσιάζονται στον
ακόλουθο πίνακα:
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Οι επιλογές των υποµενού µετασχηµατισµοί και ιδιότητες δείχνουν την ποικι-
λία λειτουργιών που περιλαµβάνονται:

Στο υποµενού γράφηµα του µενού Γεω υπάρχουν επιλογές για γραφική απει-
κόνιση παραµετρικών καµπύλων και επιφανειών:

Παράθυρο κατασκευής παραµετρικής καµπύλης

Παράθυρο κατασκευής παραµετρικής επιφάνειας 
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καθώς και εξειδικευµένες δυνατότητες σε αναπαραστάσεις χωρίων:

Παράθυρο σκιαγράφησης χωρίου

Όλα τα γραφήµατα εξάγονται και αποθηκεύονται σε .eps µορφή.

Ο προγραµµατισµός σε Logo ([5] παρ. 3.6, [11] παρ. 5.2.1) είναι µια ακόµη
δυνατότητα του Xcas. Για να ανοίξουµε µια συνεδρία Logo, επιλέγουµε Χελώ-
να°Νέα χελώνα. Το περιβάλλον Logo αποτελείται από τρία µέρη, το γράφηµα
στο κέντρο, µια υποσυνεδρία µε γραµµές εντολών αριστερά και ένα παράθυρο
µε τον επεξεργαστή προγραµµάτων δεξιά. Οι εντολές εκτελούνται όπως σε
όλες τις κύριες συνεδρίες, ενώ ο επεξεργαστής προγραµµάτων τις καταγράφει.
Στο περιβάλλον Logo µπορούµε να οδηγήσουµε τη χελώνα, δίνοντας εντολές
έως και 10 βήµατα µπροστά, π.χ. στρίψε δεξιά ή αριστερά κ.λ.π. Η χελώνα θα
χαράξει την πορεία µε ένα στυλό µε καθορισµένο χρώµα. Οι κινήσεις της χελώ-
νας µπορούν να προγραµµατιστούν µε τη γλώσσα του Xcas. Οι πιο βασικές
εντολές είναι διαθέσιµες σε ένα πληκτρολόγιο κάτω από την οθόνη της χελώ-
νας. Η εξήγηση των εντολών εµφανίζεται τοποθετώντας τον κέρσορα πάνω
στα πλήκτρα. Οι περισσότερες εντολές έχουν εξ’ ορισµού όρισµα (π.χ. 10 για
την εντολή avance), ωστόσο µπορούµε να δώσουµε άλλο όρισµα χωρίς να
είναι µέσα σε παρενθέσεις. Για να ορίσουµε προτεραιότητες στις εντολές Logo
βάζουµε παρενθέσεις γύρω από τις εντολές και τα ορίσµατα, π.χ. (hasard 10). 

Προοπτικές χρήσης µε τις δυνατότητες του Xcas

Επεξεργασία εικόνας

Σε µια συνεδρία του Xcas (έκδοση 0.9.7) µπορούν να συνυπάρχουν εντολές
για κατασκευές, γεωµετρικούς µετασχηµατισµούς, µετρήσεις, έλεγχο ιδιοτή-
των αλλά και εντολές για επεξεργασία εικόνας. Οι εντολές επεξεργασίας εικό-
νας καλύπτουν τις ακόλουθες κατηγορίες:

Επεξεργασία εικόνας: Είσοδος: Εικόνα → Έξοδος: Εικόνα

Ανάλυση εικόνας: Είσοδος: Εικόνα → Έξοδος: Αποτελέσµατα µετρήσεων

Κατανόηση εικόνας: Είσοδος: Εικόνα → Έξοδος: Προσδιορισµός στοιχείων
υψηλού επιπέδου
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H εντολή readrgb διαβάζει ένα αρχείο εικόνας, χρησιµοποιώντας τις αρχικές
του διαστάσεις, ή αυτές που δίνονται στο όρισµα. Για παράδειγµα, γράφοντας

L:�readrgb(“image.jpg”) ή L:�readrgb(“image.jpg”,256,256)

το Xcas διαβάζει την εικόνα σε jpg (µπορεί και σε png), όπου

L��[ [4,256,256], L[1](r), L[2] (g), L[3](b), L[4](transparency) ]

Η εικόνα εµφανίζεται στο Xcas µε την εντολή 

rectangle(0,1,1,gl_texture�”image.png”).

H εντολή writergb γράφει ένα αρχείο εικόνας: 

writergb(“image.png”,L);

Αν θέλουµε ασπρόµαυρη εικόνα στο png αρχείο γράφουµε

writergb(“image.png”,[[1,256,256], L[1]])

Η εικόνα που ακολουθεί, θα µπορούσε να είναι το ερέθισµα για ένα σχέδιο
εργασίας σχετικά µε τον υπολογισµό όγκων γεωµετρικών στερεών. Οι υπολο-
γισµοί όγκων και οι αναπαραστάσεις των γεωµετρικών στερεών µπορούν να
πραγµατοποιηθούν σε επόµενες καταχωρήσεις στο Xcas, ώστε η συνεδρία να
αποτελέσει το αποκλειστικό περιβάλλον εργασίας του σχεδίου εργασίας.

Προγραµµατισµός 

To Xcas παρέχει τη δυνατότητα γεωµετρικών κατασκευών µέσα από προγραµ-
µατιστικές διαδικασίες. 

Ακολουθεί ένα απλό παράδειγµα αναδροµικού προγράµµατος. Κατασκευάζου-
µε µια ακολουθία τετραγώνων που προκύπτει ενώνοντας σε κάθε τετράγωνο
τα µέσα των πλευρών του, µέχρι τα τµήµατα να γίνουν πολύ µικρά ή να ολο-
κληρώσουµε την κατασκευή για ν τετράγωνα. Η κατασκευή χρησιµοποιεί την
έννοια της αναδροµής και προγραµµατίζεται στον επεξεργαστή προγραµµάτων
του Xcas. 
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Στο περιβάλλον του Xcas, για να ανοίξουµε ένα νέο πρόγραµµα, επιλέγου-
µε Prg→Νέο πρόγραµµα. Οι κώδικες για την κατασκευή µε τα τετράγωνα
είναι:

carres(A,B):�{

local L;

L:�square(A,B);

if (distance2(A,B)�0.01) {

L:�L,carres(A�(B�A)/2,B�(B�A)*i/2);

}

return L;

}:;

Σε µια καταχώρηση του Xcas γράφοντας

carres(point(�1),point(1))

παίρνουµε το µοτίβο των τετραγώνων από το πιο µεγάλο (carré
(�1,1,1�2*i,�1�2*i)) έως το πιο µικρό (carré (0,1�i,i,�1�i)).

Η επόµενη κατασκευή είναι η αλληλουχία όµοιων τριγώνων ενός τριγώνου
ΑΒΓ. Ξεκινώντας µε ένα τρίγωνο ΑΒΓ, δηµιουργούµε τρίγωνο ΑΓΓ1 όµοιο µε
το ΑΒΓ. Έπειτα επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία για να κατασκευάσου-
µε το τρίγωνο ΑΓ1Γ2 κ.ο.κ. Ένα επαναληπτικό πρόγραµµα στο Xcas σχεδιά-
ζει την αλληλουχία ν τριγώνων ΑΓΓ1, ΑΓ1Γ2, ΑΓ(ν�1)Γν. Αρχικά σχεδιάζου-
µε το τρίγωνο ΑΒΓ και χρησιµοποιούµε ένα βρόχο που υπολογίζει σε κάθε
βήµα το καινούργιο σηµείο Β, το παλιό και το καινούργιο σηµείο Γ όπως προ-
κύπτει µε οµοιότητα ως προς το Α µε λόγο οµοιότητας :�distance(A,C)/
distance(A,B) και γωνία t:�angle(A,B,C). Οι κώδικες για την κατασκευή µε
τα τρίγωνα είναι:

spirale(A,B,C,n):�{

local k,t,j,L;

L:�triangle(A,B,C);

k:�distance(A,C)/distance(A,B);

t:�angle(A,B,C);

for (j:�1;j��n;j��){

B:�C; 

C:�οµοιότητα(A,k,t,B);

L:�L,triangle(A,B,C);

}

return L;

}:; 
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Με κλικ σε τρία σηµεία ΑΒΓ, και γράφοντας:

spirale(A,B,C,5)

παίρνουµε την αλληλουχία 6 τριγώνων. 

Οι προγραµµατιστικές εφαρµογές είναι από το φάκελο του Xcas «xcas_doc»,
στην ενότητα της Γεωµετρίας. 

Μια πειραµατική διερεύνηση τριγώνων στα οποία ορθόκε-
ντρο και βαρύκεντρο συµπίπτουν

Οι περισσότεροι εκπαιδευτικοί και µαθητές θα απέφευγαν την πειραµατική διε-
ρεύνηση των γεωµετρικών συσχετίσεων, που απαιτεί αλλεπάλληλες κατασκευ-
ές σε χαρτί. Ο έλεγχος ταύτισης βαρύκεντρου και ορθόκεντρου, προβλέπει την
κατασκευή πολλών ειδών τριγώνων µε τα βαρύκεντρα και τα ορθόκεντρά
τους. Η χρήση ενός συστήµατος δυναµικής γεωµετρίας, µε τις δυνατότητες
κίνησης που παρέχει, µας επιτρέπει να µεταβάλλουµε το τρίγωνο, να παρατη-
ρούµε τις µεταβολές των θέσεων ορθόκεντρου και βαρύκεντρου και να βγά-
λουµε τα συµπεράσµατά µας. 

∆ουλεύοντας στο Xcas, για να ανοίξουµε το περιβάλλον µε τα εργαλεία δυνα-
µικής γεωµετρίας, επιλέγουµε από το βασικό µενού επιλογών Ρυθµίσεις°Γενι-
κές Ρυθµίσεις, Επίπεδο: Γεωµετρία. Η κατασκευή τριγώνου µε το ορθόκεντρο
και το βαρύκεντρο, δύναται να πραγµατοποιηθεί µε χρήση του ποντικιού ή/και
µε τις εντολές γεωµετρίας του Xcas. Στις ακόλουθες ενότητες περιγράφονται
και οι δύο τεχνικές, ώστε να αντιληφθεί ο χρήστης τις δυνατότητες και τη
συντακτική λογική του Xcas και να επιλέξει τον τρόπο εργασίας που τον εξυ-
πηρετεί.

α) Κατασκευή µε το ποντίκι

Το γεωµετρικό περιβάλλον του Xcas έχει έναν τρόπο λειτουργίας που επηρεά-
ζει τη λειτουργία του ποντικιού. Σε λειτουργία Mode το ποντίκι µπορεί να χρη-
σιµοποιηθεί για να ορίσει σηµεία και γεωµετρικές οντότητες. Η µέθοδος κατα-
σκευής µε το ποντίκι απευθύνεται σε αρχάριους χρήστες και σε µαθητές
Γυµνασίου. 

Η κατασκευή ενός τριγώνου, από το οποίο ξεκινά η εφαρµογή µας, γίνεται
ενώνοντας µε ευθύγραµµα τµήµατα, τρία µη συνευθειακά σηµεία. Τα σηµεία
ορίζονται µε τις επιλογές Mode→σηµείο, µε κλικ του ποντικιού στο καρτεσιανό
σύστηµα του Xcas. Οι πλευρές του τριγώνου κατασκευάζονται µε τις επιλογές
Mode→Γραµµές→ευθύγραµµο_τµήµα, µε κλικ του ποντικιού στις κορυφές του
τριγώνου ανά δύο. Με την επιλογή Mode→δείκτης, κάνουµε τον κέρσορα να
λειτουργεί σαν δείκτης και, µπορούµε να µετακινούµε/µεταβάλλουµε το τρί-
γωνο στο επίπεδο. Για στατικές εφαρµογές, η κατασκευή τριγώνου γίνεται
αυτόµατα, από τις επιλογές Mode →Πολύγωνα →Τρίγωνο. 
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Σχεδιάζουµε τα ύψη του τριγώνου, από τις επιλογές Mode →Γραµµές →Κάθε-
τος, µε κλικ στην κορυφή της γωνίας από την οποία άγεται το ύψος και κλικ
σε ένα σηµείο της απέναντι πλευράς. Για να καταγράψει το σύστηµα το ορθό-
κεντρο, αλλάζουµε τον τρόπο λειτουργίας του κέρσορα, σε σηµείο τοµής:
Mode →Τοµές →Μοναδική τοµή(1 σηµείο). Το σηµείο τοµής των δύο καθέτων
είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου. 

Η κατασκευή των διαµέσων γίνεται από τις επιλογές Mode → Γραµµές → ∆ιά-
µεσος, µε κλικ του ποντικιού στην κορυφή της γωνίας από την οποία άγεται η
διάµεσος και κλικ σε καθένα από τα άκρα της απέναντι πλευράς. Για να κατα-
χωρηθεί στο σύστηµα το βαρύκεντρο, αλλάζουµε τον τρόπο λειτουργίας του
κέρσορα, σε σηµείο τοµής: Mode→ Τοµές→ Μοναδική τοµή(1 σηµείο). Το
σηµείο τοµής των δύο διαµέσων είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου. 

Έως τώρα, µε χρήση του µενού Mode στο Xcas, όλες οι γεωµετρικές οντότητες
(τρίγωνο, διάµεσοι, ύψη, σηµεία τοµής) κατασκευάζονται µε το ποντίκι, µε τη
λογική σειρά που θα ακολουθούσε ο χρήστης και στις κατασκευές µε το χέρι.

Για να πειραµατιστούµε µε τα είδη τριγώνων, µετακινούµε µία κορυφή του τρι-
γώνου µε τον κέρσορα στη λειτουργία «δείκτης», επιδιώκοντας ορθόκεντρο
και βαρύκεντρο να συµπέσουν. 

Υπολογίζουµε τα µήκη των πλευρών του τριγώνου και επαληθεύουµε ότι στο
ισόπλευρο τρίγωνο, ορθόκεντρο και βαρύκεντρο συµπίπτουν. Με τις επιλογές
Mode→ Μετρήσεις→ Απόσταση και µε κλικ στις κορυφές του τριγώνου ανά
δύο, υπολογίζουµε τα µήκη των πλευρών του.

β) Κατασκευή µε εντολές

Η εισαγωγή των εντολών του Xcas, γίνεται από τα υποµενού της επιλογής Γεω
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του βασικού µενού επιλογών, στις γραµµές εντολών της διεπιφάνειας. Η µέθο-
δος κατασκευής µε εντολές απευθύνεται σε χρήστες µυηµένους σε υπολογι-
στικά περιβάλλοντα ή µαθητές Λυκείου και φοιτητές θετικής κατεύθυνσης.

Σε µια γραµµή εντολών (καταχώρηση) στο περιβάλλον επίπεδης γεωµετρίας
ορίζουµε τις κορυφές του τριγώνου από τις επιλογές Γεω→Σηµεία→σηµείο. Η
εντολή «σηµείο» δέχεται ως όρισµα τις συντεταγµένες του σηµείου (x,y), όπως
θα τις ορίζαµε και στο γραπτό λόγο. Π.χ. γράφουµε Α:�σηµείο(�3,3). Με τις
επιλογές Γεω→Πολύγωνα→τρίγωνο κατασκευάζουµε το τρίγωνο µε κορυφές
τα τρία σηµεία που ορίσαµε. Η εντολή «τρίγωνο» δέχεται ως ορίσµατα τις
κορυφές του τριγώνου. Π.χ. γράφουµε τρίγωνο(Α,Β,Γ). Για το ορθόκεντρο, η
κατασκευή των υψών γίνεται από τις επιλογές Γεω→Γραµµές→κάθετος. Η
εντολή «κάθετος» σχεδιάζει την ευθεία ∆ που είναι κάθετος στο ευθύγραµµο
τµήµα ΒΓ και διέρχεται από το σηµείο Α: 

∆:�κάθετος(Α,ευθεία(Β,Γ))

Με τον ίδιο τρόπο δηµιουργούµε και τις άλλες δύο καθέτους (έστω Ε και Ζ)
προς τις άλλες δύο πλευρές του τριγώνου. Για να καταχωρηθεί το ορθόκεντρο
στο σύστηµα, το ορίζουµε ως το σηµείο τοµής δύο υψών, επιλέγοντας
Γεω→Σηµεία→ένα_σηµείο_τοµής και το ονοµάζουµε Η: 

Η:�ένα_σηµείο_τοµής(Ε,Ζ)

Η εµφάνιση του ορθόκεντρου ορίζεται από τις επιλογές Γεω→Εµφάνιση→
εµφάνιση. Με τις επιλογές του υποµενού Εµφάνιση στην εντολή σηµείο, ορί-
ζουµε τα χαρακτηριστικά εµφάνισης του ορθόκεντρου:

Η:�ένα_σηµείο_τοµής(Ε,Ζ,‘εµφάνιση’�κόκκινο�τετραγωνικό_σηµείο�εύρος_
σηµείου_3)

Η κατασκευή βαρύκεντρου, προϋποθέτει την κατασκευή των διαµέσων του
τριγώνου. Με τις επιλογές Γεω→Γραµµές→διάµεσος, η εντολή «διάµεσος»
κατασκευάζει τη διάµεσο Θ που διέρχεται από το σηµείο Α προς την απέναντι
πλευρά ΒΓ, δίνοντας το σηµείο Α και τα σηµεία Β,Γ που ορίζουν την απέναντι
πλευρά: 

Θ:�διάµεσος(Α, Β,Γ)

Με τον ίδιο τρόπο δηµιουργούµε και τις άλλες δύο διαµέσους (έστω Ι και Κ).
Για να καταχωρηθεί το βαρύκεντρο στο σύστηµα, το ορίζουµε ως το σηµείο
τοµής δύο διαµέσων, επιλέγοντας Γεω→Σηµεία→ένα_σηµείο_τοµής και το
ονοµάζουµε Λ: 

Λ:�ένα_σηµείο_τοµής(Ι,Κ)

Με τις επιλογές του υποµενού Εµφάνιση της επιλογής Γεω ορίζουµε την εµφά-
νιση του βαρύκεντρου, ώστε να διαφοροποιείται από το ορθόκεντρο:

Λ:�ένα_σηµείο_τοµής(Ι,Κ, ‘εµφάνιση’�µπλε+τετραγωνικό_σηµείο�εύρος_
σηµείου_3)
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Όπως και προηγουµένως, µετακινώντας µία κορυφή του τριγώνου µε τον κέρ-
σορα στη λειτουργία «δείκτης», επιδιώκουµε ορθόκεντρο και βαρύκεντρο να
συµπέσουν.

Με τις επιλογές Ιδιότητες→είναι_ισόπλευρο 

είναι_ισόπλευρο(A,B,Γ)

το αποτέλεσµα 1 σηµαίνει ότι τα τρία σηµεία Α,Β,Γ σχηµατίζουν ισόπλευρο τρί-
γωνο.

Συµπεράσµατα

Με θέµα µια εφαρµογή δυναµικής γεωµετρίας, παρουσιάζονται οι δυνατότητες
του ελεύθερου λογισµικού Xcas, που εύστοχα χαρακτηρίστηκε και ως ελβετι-
κός σουγιάς των µαθηµατικών. Η οµάδα χρηστών όπου απευθύνεται, περιλαµ-
βάνει εκπαιδευτές και εκπαιδευόµενους κάθε βαθµίδας, καθώς είναι εφοδια-
σµένο µε διεπιφάνεια µεταφρασµένη στα ελληνικά, ελληνικό εγχειρίδιο χρή-
σης, forum ελλήνων χρηστών. Το πλούσιο µενού επιλογών, τα επεξηγηµατικά
παράθυρα βοήθειας για τις συναρτήσεις, η χρήση του ποντικιού για τις κατα-
σκευές, προσφέρονται για χρήστες χωρίς ιδιαίτερες δεξιότητες. H δηµιουργία
δισδιάστατων και τρισδιάστατων γραφικών µε πολλές επιλογές εµφάνισης, µε
δυνατότητα καταχώρησης κειµένου στο ίδιο αρχείο, ο προγραµµατισµός στη
γλώσσα γεωµετρίας της χελώνας, καθιστούν το Xcas µια ολοκληρωµένη εφαρ-
µογή δυναµικής γεωµετρίας. Οι δυνατότητες επεξεργασίας εικόνας και δηµι-
ουργίας γεωµετρικών κατασκευών µέσα από προγραµµατιστικές διαδικασίες,
επιτρέπουν την ανάπτυξη προωθηµένων σχεδίων εργασίας.

Στην εκπαιδευτική εφαρµογή που παρουσιάζουµε, περιγράφουµε βήµα προς
βήµα τις ενέργειες που χρειάζονται στο περιβάλλον του Xcas, για να δηµιουρ-
γήσουµε µια σειρά δυναµικών εικόνων όπου βλέπουµε τις θέσεις ορθόκεντρου
και βαρύκεντρου τριγώνου µέχρι αυτά να ταυτιστούν. Η ταύτιση φαίνεται να
συµβαίνει σε ισόπλευρο τρίγωνο, γεγονός που επαληθεύεται, υπολογίζοντας
µε τα εργαλεία µέτρησης του Xcas τα µήκη των πλευρών του ή ελέγχοντας την
ιδιότητα του Xcas «είναι_ισόπλευρο». 
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